Kapitel 7

Verfahren zur Eigenwert- und
Eigenvektorberechnung

7.1 Eigenwertprobleme

In vielen technischen und physikalischen Problemen, eemvddy Untersuchung des Schwin-
gungsverhaltens von mechanischen oder elektrischenrBgsiast es von Bedeutung, die
Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matdxe C™™ zu bestimmen.

Aber auch bei der PageRank-Bestimmung der Suchmaschimgeg@erden grol3e Eigen-
wertprobleme gelost.

Beispiel: Grundschwingungen und Resonanzfrequenzen sclinwgender Strukturen

Wir betrachten eine mechansiche Struktur (z.B. KarossBrigcke, Gebaude) und inter-
essieren uns dafur, auf welchen Frequenzen sie schwiragenund wie die zugehorigen
Schwingungen aussehen (fur elektrische SchaltkreisikaSituation ahnlich). Dies Frage-
stellung ist z.B. bei der Schwingungs- und Larmbekamgfsmwie bei der Auslegung von
Bauwerken, Flugzeugen, etc. von gro3er Relevanz.

Sei jeweilsy;(t) € R? die Verschiebung der Struktur am Punkte R? zur Zeitt, 1 <
i < n. Im Falle einer ungedampften Schwingung, die durch eiredtKi(¢) angeregt wird
erfullt y(t) = (vi(t))1<i<n das Anfangswertproblem

My"(t) = —Ay(t) + f(t), y(0) =y, y'(0)=yW.

mit der invertierbaren Massenmat{ € R*“3" und der Steifigkeitsmatrixd € R33",
Die Losung ist die Summe aus einer Losung der inhomogemeioliing und einer geeig-
neten Losung der homogenen Gleichung

My"(t) = —Ay(t),
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die aquivalent ist zu
y'(t) = =M Ay(t).

Man kann zeigen, das8 := M~ A diagonalisierbar ist mit rellen Eigenwertén< \; <
A2 < ... < Az, und zugehorigen Eigenvektoren . . ., v3,. Nun ist jede der Funktionen

$i(t) == (a;sin(/Ait) + b; cos(/Ait)v;

eine Losung der homogenen Gleichung, denn wdgen= \;v; gilt

S(1) = =/ (agsin(yv/At) + by cos(v/Nt))vr = —Nid(t) = —Béi(t).

Damit sind¢;(¢) die Grundschwingungen der Struktur, die i-te Grundschugghat also
Frequenz/)\;/(27) und die zugehorige Verformung der Struktur wird durch dageBvek-
tor v; gegebent

Beispiel: PageRank-Algorithmus von google
Betrachte/N Webseiten. Webseiteenthaltek; Links auf andere Seiten. Die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Nutzer von Seit@ach Seitg geht, wird modelliert als

_ == “TO‘, falls Seitei einen Link auf Seitg enthalt,
P = = falls Seitei keinen Link auf Seitg enthalt.

)

T?IQ

Hierbei wird in der Regelr = 0, 85 gewahlt. Sei nu® = (p;;)1<; j<n. Als Gewichte der
Seiten bestimmt man nun einen Vektorc R”, die sogenannte stationare Verteilung, so
dass gilt

N
m = PTr, Zﬂ'i: 1, m >0.
i=1

Anschauliche Erklarung: Ist; der Anteil der Internetnutzer, die sich im Mittel auf Seite

i aufhalten, dann bleibt nach dedbergangsverhalten gemaR? den Wahrscheinlichkeiten
pi; dieser Anteil unverandert. Also gilat den Anteil der Internetnutzer an, die sich nach
Einstellen eines Gleichgewichtszustandes im Mittel auteSéefinden. O

7.1.1 Grundlagen

Definition 7.1.1 Eine Zahl\ € C heil3tEigenwerteiner Matrix A € C™", wenn es einen
Vektorz € C*, x # 0 gibt mit
Axr = Ax.

Jeder solche Vektar € C™" heil3t(Rechts-)Eigenvektarum EigenwerA. Die Menges(A)
aller Eigenwerte vori heil3tSpektrumvon A. O
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Der Unterraum
Eig,(A\) :={z € C" : (A—X)x =0}

ist derEigenraumvon A zum Eigenwerf\. Seine Dimension

v(A) :=dimEig,(\) = n — Rangd A — \I)
ist die geometrische Vielfachherbn A und gibt die Maximalzahl linear unabhangiger Ei-
genvektoren zW an.

Offensichtlich istA genau dann Eigenwert vot, wenn gilt
X(A) :=det(A— ) =0,

also wenn\ Nullstelle descharakteristischen Polynomg ) von A ist. x ist ein Polynom
n-ten Grades und hat die Form

\() = (=1)"" + (=)™ = spug A) + -+« + det (A).

Sind \q, ..., )\, die verschiedenen Nullstellen von(d.h. die verschiedenen Eigenwerte
von A) mit Vielfachheiterv;, : = 1,... &k, so giltv; + ... + v, = n undy hat die Linear-
faktorzerlegung
X(p) = (=)™ (= M) - (= M)
Man nenntv()\;) = v; die algebraische Vielfachheiton ;. Es ist nicht schwer zu zeigen,
dass immer gilt
Y(A) < v(N).

Wir fassen einige grundlegende Eigenschaften von Eigaewend Eigenvektoren zusam-
men:

Proposition 7.1.2 SeiA € C™™ ein beliebig. Dann gilt:

a) Ist\ Eigenwert vor4, so ist\ Eigenwert vonA” und ) Eigenwert vorA := AT,

b) Fur jede nichtsingudre Matrix 7' € C™" hat die zuA ahnliche MatrixB := T AT
dasselbe charakteristische Polynom und dieselben Eigeawee A. Ist x Eigenvek-
tor von A, so isty := T~ 'z Eigenvektor vorb.

c) Ist A hermiteschalsoA” = A mit A" .= AT, dann hatA lauter reelle Eigenwerte.
Ist A unitar, alsoA” = A1, so gilt|\| = 1 fur jeden EigenwerA.

Eine MatrixA € C™" heil3tdiagonalisierbarwenn sien linear unabhangige Eigenvektoren
x1,..., T, besitzt. Die zugehorige MatriX’ := (z1, ..., x,) ist dann invertierbar und mit
den Eigenwerten,; zu x; gilt

T7'AT = diag (M, ..., \) =: D.
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Tatsachlich haben wir
AT = (All'l, ey Anxn) =TD.

Eine wichtige Rolle spielehermitescheMatrizen A € C*", d.h. A = A, und mithin
reelle symmetrischiatrizen. Man kann recht einfach zeigen, dass eine herohiéglatrix
A € C™" immerdiagonalisierbarst mit einerunitarenMatrix 7' = U, also

U'AU =D, UH =U""'
Ist A = AT reell, dann kan/ € R™" orthogonal gewahlt werden, also
UtAU =D, U'=U""L

Die wichtigsten Verfahren zur Berechnung von Eigenwertet Higenvektoren einer Ma-
trix A nehmen zunachst eine Reihe vinnlichkeitstransformationen

AQ = A ARD = 7AW =01, ..

vor, umA in eine Matrix einfacherer Gestalt zu transformieren, ddtgenwerte und Ei-
genvektoren leichter zu bestimmen sind.

7.1.2 Grundkonzepte numerischer Verfahren

Die im folgenden besprochenen numerischen Verfahren ztgcBaung von Eigenwerten
und Eigenvektoren lassen sich in zwei Klassen einordnemeiie beruht auf der Vektori-
teration, die andere auf der Anwendung vamlichkeitstransformationen.

Vektoriteration

Bei der ersten Klasse von Verfahren handelt es sich um \Miéttationen, die allgemein

von der Form sind i
(k+1) _ Bz®)

- [[B2®”

mit einem Startvektor®), einer Iterationsmatri® und einer Vektornornj - ||.

k=0,1,...

Ahnlichkeitstransformation auf einfachere Gestalt

Nach Proposition 7.1.2 bleiben die Eigenwerte einer Matrbxei einerAhnlichkeitstrans-
formationB = T~' AT unverandert und aus einem Eigenvekiaon B erhalt man durch
x = Ty einen Eigenvektor der Ausgangsmatrix

Es liegt daher nahel durchAhnlichkeitstransformationen

(7.1) AQ = A 5 AW o ARED — AR T,
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in eine einfachere Form zu Uiberfuhren, fur die die Bestung von Eigenwerten und Eigen-
vektoren einfacher ist. Wir betrachten hier nur das QRaladn, das eines der schnellsten
Verfahren zur Losung von Eigenwertproblemen darstellt.

QR-Verfahren: Beim QR-Verfahren wird durch Anwendung unitarer MatriZererreicht,
dass die Elemente vaa®) im strikten unteren Dreieck gegen null konvergieren. Dia-Di
gonaleintrage von®) konvergieren wiederum gegen die Eigenwerte vion

7.1.3 Strungstheorie fur Eigenwertprobleme

Bei oberen oder unteren Dreiecksmatrizen sind die Eigeewechts anderes als die Dia-
gonalelemente. Wir haben bereits angedeutet, dass dase@&hkén durctAhnlichkeit-
stransformationen den Auf3erdiagonalteil bzw. das stuktere Dreieck reduzieren. Sto-
rungsresultate fur Eigenwerte liefern unter anderem &dtan, wie gut die Diagonalele-
mente mit den Eigenwerten Ubereinstimmen.

Wir haben das folgende fundamentale Resultat.

Satz 7.1.3Bezeichnep;(A),i = 1, ..., n, die angeordneten Eigenwerte einer Matrixc
C™™ (zum Beispiel aufsteigend nach Realteil und bei gleicheait®&eaufsteigend nach
Imagirérteil), dann sind die Abbildungen

AeC™ s N(A), i=1,....n

stetig. Eigenwertedngen also stetig von der Matrix ab.

Beweis Siehe zum Beispiel Werner [We92[J

Ein wichtiges Einschlie3ungskriterium fur Eigenwert@at man durch di€ershgorin-
Kreise

Satz 7.1.4Es seiA = (a;;) € C™" beliebig.

a) Esqilt

mit denGershgorin-Kreisen

Ki::{,uE(C:|,u—au-|§2|aij|}, 221,,7’L
j=1

J#i
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b) Ist die Vereinigund~; von k Gershgorin-Kreisen disjunkt von der Vereinigu6g
der restlichem — k Gershgorin-Kreise, dann erdlt G; genauk Eigenwerte undr,
genaun — k Eigenwerte vor.

Das folgende Resultat gilt fur diagonalisierbare Matmnize
Satz 7.1.5(Bauer/Fike)
Es seid € C™" diagonalisierbar, also
T7'AT = diag (\,..., \) =: D.
Dann gilt fur jede MatrixAA € C™"
VueolA+AA): Hllinn I — Ai| < cond(T)||AA],.

=1,..,

Hierbei ist|| - ||, die von der euklidischen Norm induzierte Matrix-Norm wothd,(7") :=
|T'|],|| T, die zugebrige Kondition vori'.

Bemerkung: Ist A hermitesch, so kanfi unitar gewahlt werden und es gilt cosid’) = 1.

7.2 Die Vektoriteration

7.2.1 Definition und Eigenschaften der Vektoriteration

Definition 7.2.1 Fur eine Matrix B € C™" ist die zugelrige Vektoriteration gegeben
durch

1
7.2 (k+1) — B:®  k=0.1,...

mit einem Startvektar® € C™ \ {0}.

Bei geeigneter Wahl voi ergeben sich hieraus Naherungéh fir einen Eigenvektor zu
einem Eigenwerf. Eine Eigenwertnaherung firerhalten wir dann durch deRayleigh-
guotienten

k)\H k
R(z(k) B) = M
’ (z(R))H (k)
Wir untersuchen die grundlegenden Eigenschaften furaisgponalisierbare MatrixB mit
Eigenwerten\, ..., \,. Wir sagen, dass ein Vektar € C" einen Anteil inEigz()\;) hat,

falls in der eindeutigen Darstellung
r=u+v, u€Eigy(\), ve P Eigg(\)
PYE2Y

gilt u # 0. w ist der Anteil vonz in Eigg(\;).
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Satz 7.2.2Es seiB € C™™ diagonalisierbar mit Eigenwerten,, ..., \,,
AM=...=Xy N> > > A

mitr < n. Falls der Startvektor© einen Anteil in Eig,(\;) besitzt, gilt fir die Vektorite-
ration (7.2)

(RN B (k) ) A\
Zudem gilt
N
®) = 221 O>"), k> 1.
e T O F2

mit einer beliebigen Vektornorih: ||, wobeiz, den Anteil vore(?) in Eigz()\;) bezeichnet.

Beweis Wir konnen genausogut die nicht normierte Folge) = Bz(*), 30 = »©)
betrachten. Es gilt dand® = ) /||z®)||, k > 1.

Es gibt eine Darstellung der Forst® = 2, + 3
Einsetzen ire*+1 = Bz*) ergibt

. n n )\ k
(7.3) 3k = Bk(0) — )\’fxl + Z )\?:Ej = )\lf (xl + Z (A_i) xj> , k>0.

j:7“+1 j:7"+1

Z; mit T; € ElgB()\j), 1 7é 0.

n
Jj=r+1

Dies liefert
49 =1+ 0(¢)

und somit
(ZNH Bz — (N Zk+1) — NRAREL G O (") (21 + O(¢Y))
= M A (a3 + O(d%))
(R0 = RN (2, + O(¢M)! (@1 + O(¢")) = [\ (a2 + O(a"))-

Wir erhalten
2 k
. +0
R(z(’“),B) — R(z(k),B) -\ ||IE1||§ (qk) -\ +O(qk).
1] + O(g")
Analog haben wir

= = +0(q")

2\ = — = =
IZEN [AlF (]l +O@*)  [Adl* [
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Bemerkung: Selbst wenn(®) keinen Anteil in Eig;()\;) hat, was bei "gentigend allgemei-
ner” Wahl vomz(© unwahrscheinlich ist, so stellt sich in der Praxis diesaa®ion durch
den Einflul3 von Rundungsfehlern ein.

Im Falle hermitescher Matrizen erhalt man lineare Koneamyate;? des Rayleigh-Quotienten
gegen);.

Satz 7.2.3SeiB € C™™ hermitesch. Dann gilt unter den Voraussetzungen von S2i2 7.
fur den Rayleigh-Quotienten die Konvergenzaussage
(20N H B2 ) [ Ari1]

(k) o o 2%k . . .
R(z'") B) = NECLECH A +0(¢™") furk —ocomit ¢= BN

< 1.

7.2.2 Die Vektoriterationen nach v. Mises und Wielandt

Sei A € C™™ gegeben. Unterschiedliche Varianten der Vektoriteragioistehen durch die
Wabhl der Iterationsmatri®.

Einfache Vektoriteration nach von Mises

Die einfache Vektoriteration erhalt man durch die nalggirede WahlB = A. Die Konver-
genzeigenschaften konnen dann unmittelbar Satz 7.2.2h2¥8 entnommen werden.

Inverse Vektoriteration von Wielandt

Offensichtliche Nachteile der Vektoriteration sind diagaame Konvergenz bei schlechter
Trennung der Eigenwerte und die Einschrankung auf dieifdesing des betragsmafiig
grof3ten Eigenwerts. Dies kann durch die inverse Vekt@atiten von Wielandt vermieden
werden. Man braucht hierzu eine gute Naherpur@nes Eigenwerts;, so dass

Dann hat furu # A; die Matrix B = (A — uI)~! die Eigenwerte

1
=

Hi

wobei |p;| > || fur alle p; # p;. Ferner istr; genau dann Eigenvektor vai zum
Eigenwerty;, wennz; Eigenvektor vond zum Eigenwert); ist.

Die zugehorige inverse Iteration von Wielandt lautet dann

1) 2(k+1)

ECE mit 2 = (A — pul) 2.

Z(
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In der Praxis bestimmt man nichtl — x7)~!, sondern implementiert die Iteration in der
Form

. ~(k+1) (k) (k+1) 2+
Lose (A— ul)z =z und setze 2 = ECSIR
Die inverse lIteration von Wielandt hat dann im Falle
s —
g = max A = <1
1<i<ni#N [N — i
nach Satz 7.2.2 die Konvergenzeigenschaften
(k) \H 5(k+1) 1
_ z z
R0, (A =yt = &) +0(d"),

EEIEECIP YT

N —plf o x;
(k) _ A= J k

(A — w)* llzs
wobei z; den Anteil vonz(® in Eig, (%) = Eig(4_.n-1(1/(}; — 1)) bezeichnet. Istd
zudem hermitesch, so erfillt der Rayleigh-Quotient naatz $.2.3
(Z(k))Hé(kJrl) 1
WYTE N —p

R(zW, (A= pD)™") = +0(¢™).

7.3 Das QR-Verfahren

Das im folgenden beschriebene QR-Verfahren von Frandstalie Basis sehr leistungsfahi-
ger Verfahren zur Eigenwert- und Eigenvektorberechnungsg&hend von einer Matrix
AD = A e C™ filhrt man beim QR-Verfahren unitafhnlichkeitstransformationen fol-
gender Form durch:

Algorithmus 6 QR-Verfahren
SeiA € C™" eine gegebene Matrix.

0. SetzeA® = A.
1. Furl=1,2,...: Berechne

AY = QR,;, @, € C™"unitar, R, € C™" obere Dreiecksmatrix

7.4
( ) A(l+1) = RlQl~

In jedem Schritt ist also die Berechnung einer QR-Zerlegung
AY = QR;, R, € C™" obere Dreiecksmatrix Q; € C*" unitar, alsaQ/ = Q;*

erforderlich. Eine solche Zerlegung kann mit Hilfe des Hehader-Verfahrens berechnet
werden, das wir fur Interessierte am Ende dieses Kapitetslkeschreiben.
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7.3.1 Grundlegende Eigenschaften des QR-Verfahrens

Wir beginnen mit der offensichtlichen Feststellung, d&sg)(tatsachlich eine Folge unitar
ahnlicher Matrized”) erzeugt.

Lemma 7.3.1 Es seien); und R; von Algorithmus 6 erzeugt. Dann gilt mit den Bezeich-
nungenQ)y ;= Q1Qs- - Qi Ry1 = R+ Ry

APY = Q1 AYQ, = QL AQ ., 1=1,2,....

Beweis Wegen (7.4) ist?, = Q; ' A® und daher
A = RiQ, = Q1 AV Q..
Induktiv ergibt sich
ABY = Q' QT AN Q- Q= Q1 AQ L

7.3.2 Konvergenz des QR-Verfahrens

Wir geben zunachst ein Resultat fur Matrizen mit betrag@f$ig getrennten Eigenwerten an.
Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert dann die vorvé&fahren generierte Folge

A® nach unitarer Diagonalskalierung der Fasin' AY)S; gegen eine obere Dreiecksmatrix
U, wobei die Konvergenzgeschwindigkeit von der TrennungBlrage der Eigenwerte

abhangt.

Satz 7.3.2Die Matrix A € C™" sei reguéir mit betragsmf3ig getrennten Eigenwerten
ALy ey An,y

IA1] > [A2| > ... > |\l
Weiter seieny, . . . , v, zugeldrige Eigenvektoren und die Inverse der Maffix= (vy, ..., v,)
besitze ohne Zeilenvertauschung elne-Faktorisierung. Dann giltiir das in Algorithmus
6 angegebené R-Verfahren

AV = SUS T +0(¢Y) furl = oo, ¢:= max

mit einer oberen Dreiecksmatrix
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und unitiren Phasenmatrizefi, = diag (agl), . .,a,(f)),

den Diagonaleintagena'’, . .., a!) von A®

U§Z)| = 1. Insbesondere gilt mit

lal) — A = O(¢"Y).

Beweis Siehe zum Beispiel Plato [PIO0]Z
Bemerkungen:

¢ Die zugehorigen Eigenvektoren kann man zum Beispiel dumadrse Vektoriteration
berechnen, wobei man jeweils die DiagonalelementeA/drals Shifts;, verwendet.

e Hat 7! lediglich eineL R-Faktorisierung mit Zeilenvertauschungen, dann konver-
giert das@) R-Verfahren nach wie vor, die Eigenwerte erscheinen in deigbmale
der GrenzmatriX/ jedoch unter Umstanden in anderer Reihenfolge.

¢ Sind nicht alle Eigenwerte betragsmallig getrennt, alsa et
A1) > o> A = A > > A,

was zum Beispiel eintritt, wenn eine reelle Matrbkonjugiert komplexe Eigenwerte
hat, dann konvergie§; ' A).S; mit Phasenmatrizefi, auRerhalb des mit markier-
ten Bereichs gegen eine Matrix der Form

Al ek XX %k

A1 XX %

X X *
X X *
A7"—1—2

An-

NORNO! .
Die Eigenwerte des Blocks ,, " ;"' ) konvergieren gegeh, und, ;.
i1, piirt1
¢ Die Konvergenz de§ R-Verfahrens ist sehr langsam, wenn die Trennung der Eigen-
werte schlecht ist. Die Konvergenz der letzten Zeile ggden ., 0, \,,) kann durch
Shift-Techniken entscheidend verbessert werden, auf die wir numeingehen.

7.3.3 Shift-Techniken

Eine genauere Analyse zeigt, dass die letzte ZeileA/6rdie Form hat O (|\,./ .11, a,(f%).
Ist also|A\,| < |A._1], dann konvergiert'”. 1 < j < n sehr schnell gegef und

n,j
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o) sehr schnell gegen,,. Nach genauer Bestimmung vory kann man dann mit dem
(n — 1) x (n — 1)-Block von A®) zur Bestimmung von,,,_; fortfahren.

Um die Trennung von,, und \,,_; zu verbessern, wendet man dag-Verfahren in jedem
Schritt aufA®Y — g, I an mity; ~ ), und korrigiert den Shift anschlieRend. Anstelle von
(7.4) berechnet man also mit einé&hiftu; ~ A\,

AD — I = QR;, Q, € C™ unitar, R, € C™" obere Dreiecksmatrix
Al = RQy + 1.

Man prift leicht nach, dass wieder gtV = Q, ' AD Q.

Verbreitete Shift-Strategie: Eine effizente Shift-Strategie erhalt man, wenn marals
a(l) a(l) . . - .
denjenigen Eigenwert voi" ;" "7, *") wahlt, der am nachsten b@ﬁf’n liegt. Im Zwei-

l
n,n—1 a’gh)n

felsfall wahle den mit positivem Imaginarteil.

Das QR-Verfahren mit Shift liefert recht schnell eine Matdi"), deren letzte Zeile auf hohe
Genauigkeit mit0, .. ., 0, \,,) Ubereinstimmt. Man wendet nun das QR-Verfahren mit Shift
auf den oberen linkefn — 1) x (n — 1)-Block von A® zur Bestimmung von,,_; an und

so fort.

Bemerkung: Das QR-Verfahren mit Shift gilt zur Zeit als eines der bedterationsver-
fahren zur Losung des vollstandigen Eigenwertproblems.

Berechnung der Eigenvektoren:Die Eigenvektoren kann man nun zum Beispiel wieder
durch Inverse Vektoriteration bestimmen, wobei man algtShidie vom QR-Verfahren
berechneten Eigenwerte verwendet.

7.3.4 Berechnung einer QR-Zerlegung (Ergnzung flr Interessierte)

Wir geben zum Abschluss ein numerisches Verfahren an zwwdBaung einer
QR-Zerlegung:

Fur B € C™" bestimme eine unitare Matriy € C™" und eine obere Dreiecksmatrix
R € C™" mit

(7.5) B =QR.

Householder-Verfahren zur Berechnung einer QR-Zerlegung

Beim Householder-Verfahren berechnet man (7.5) #a 1 Schritten:
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Initialisierung:

Schritt 0: Bestimme eine unitare Matrix, (siehe (7.7), (7.8)) mit

BW .= T,BO® = o =: 0
A o BYY
O %] % - 0

Schritt 1: Bestimme eine unitare Matrix; (siehe (7.7), (7.8)) mit

P |5t

B —rpu_ |00+ * || O © 2
I ) By
0 0| * 00

Schritt k, k = 2,...,n — 2: Bestimme eine unitare Matrik, (siehe (7.7), (7.8)) mit

: kE+1
0 * | %
(k+1) . _ (k) _
(7.6) B =T.B 0 01~
: n — (/{3 + 1)
0 0] *
Bikdrl) BékJrl)
—10 0
. k41
pk+1) Bé +1)

Ergebnis: R := BV, Q= (T, o-... - To)  =TH.....TH,,

Rechtfertigung des Verfahrens:

Dann gilt tatsachlich

R = B™Y = obere Dreiecksmatrix Q = T;7-....T!, unitar als Produkt unitarer Matrizen
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und
R=BC"Y=1_,. . . TyB=Q"B, also QR=B.
~—_———

=QH

Berechnung der TransformationenTy:

Es bleibt, die Berechnung vdh, anzugeben. Beim Householder-Verfahren wahlt man je-
weils T}, von der Form

(L] O
. = ( 0 | Hy )
mit
I, = Einheitsmatrix inR**

und H;, € R**"~* alsHouseholder Transformation der Form

(7.8)
1 (*) (k) (1) 1 sk =0,
Hy=1- wpwy ,  wg = 0" 4+ o||b , = (k)
g whw, "k g ol | 7k % sonst
1
Man kann zeigen, dass mit dieser Wahl gilt
wi|®1l
H,, unitar und hermitesch Hb*) = 0 , wp €C, Jwil = 1.

Man sieht leicht, dass dann tatsachlich jewél§t") die Form (7.6) hat.



