Kapitel 6

Numerische Behandlung von
Anfangswertproblemen gevohnlicher
Differentialgleichungen

6.1 EinfUihrung

Viele Anwendungen aus Naturwissenschaft, Technik undsahift fUhren auf Anfangs-
wertprobleme fir gewdhnliche Differentialgleichungen

Anfangswertproblem: Gegeben sei eine Funktiof : [a,b] x R" — R™ und ein An-
fangswerty, € R". Gesucht ist eine Funktion : [a,b] — R", deren Ableitung,/’ eine
gewohnlichen Differentialgleichunder Form

y(t) = f(ty@), telab]

erfullt und die zudem deinfangsbedingung

y(a) = yo
genugt. Also kurz
(6.1) y'(t) = flt.y(), te€lab]
62 WP y(a) = yo

In vielen Fallen bezeichnetdie Zeit, was die Bezeichnung Anfangswertproblem rechtfer
tigt.

Anwendungen: Bewegungsgleichungen (z.B. Fahrdynamik, Planetenbewgg&eakti-
onskinetik, Schaltkreissimulation, etc.

Grundlegend fur die Existenz und Eindeutigkeit einerdriggvon (AWP) ist der folgende
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Satz 6.1.1(Existenz- und Eindeutigkeitssatz)
f:[a,b] x R™ — R" sei stetig. Ferner gebe es eine feste Zaht 0 mit

I f(t,y)— f(t,2)|| < L|ly—z|| furallet € [a,b] undy, z € R* (Lipschitz-Bedingung).
Dann gilt:
a) (Picard/Lindebf) Zu jedemny, € R™ besitzt (AWP) genau einékungy € C*([a, b]; R"™).
b) Sindy, z Losungen zu den Anfangswertgia) = y, bzw.z(a) = 2o, dann gilt

(6.3) ly(®) — 2Ol < " Dlyo — 2] V1 € [a,b].

Fur einen Beweis siehe z.B. Heuser [Heu89] oder Walter B)Vareil b) ist eine Folge des
Lemmas von Gronwall.

Bemerkung: Teil b) besagt, dass die Losustetigvom Anfangswerty, abhangt.

6.1.1 Grundkonzept numerischer Verfahren

Zur numerischen Losung von (AWP) zerlegen wir das Intérab] in Teilintervalle:

_b—a

N

t;=a+jh, j=0,1,...,N, h

Durch Integration von (AWP) erhalt man mit der Abkiirzupng= y(¢,)

ti+1 tjt1
(6.4) Yit1 =Y, + / y'(t)dt = y; + / ft,y(t))dt.
t t

J J

Das Integral rechts kann nicht exakt berechnet werdengdaunbekannt ist. Wir appro-
ximieren daher das Integral durch interpolatorische Qatadrund erhalten hieraus einen
numerischen Algorithmus zur Berechnungen von Naherungen

Uj%y(tj), jzl,...,N, Up = Yo-

Den Fehler
e; = y(tj) —u;
bezeichnet man alSiskretisierungsfehler
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6.1.2 Einige wichtige Verfahren

Approximiert man das Integral in (6.4) durch die Rechteelgst, wobei wir das linke In-
tervallende als Stutzpunkt verwenden, also

tit+1
/ F(ty(0) dt ~ hf(t, 5y),
tj
dann erhalten wir das

Explizite Euler-Verfahren:

Uo -= Yo
(65) Ujt1 = Uj+hf(tj,Uj), ] :0,,N—1

Verwenden wir zur Approximation des Integrals die Rechseeggel mit dem rechten Rand-
punktt;; als Stutzstelle, dann erhalten wir das
Implizite Euler-Verfahren:
Up = Yo
(66) Ujt1 = Uy + hf(tj+1, Uj+1), ] = 0, ceey N —1.
Hierbei ist zu beachten, dass fir jededie Gleichung nachy;; aufgelost werden muss.
Approximiert man das Integral in (6.4) durch die Trapezled@nn erhalt man
h
U1 = U+ g (f (s us) + (i, uj41)) -

Die rechte Seite hangt var; ab, das Verfahren ist also implizit. Ersetzt man reehts
durch den expliziten Euler-Schritt ., = u; + hf(t;, u;), dann ergibt sich das

Verfahren von Heun, erstes Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung: (Heun, 1900)

h )
Uo = Yo, Ujr1 = UjE g (f(t5,us) + ftipr,uy + hf(tjuy)), 5 =0,..., N =1

Das Verfahren kann auch geschrieben werden als
h
Uj+1 = Uj -+ 5(/{51 + ]{52)

mit ki = f(tj, Uj), ko = f(tj+1, Uj + hkl)

Approximieren wir das Integral durch die Mittelpunktsregad u;,/,, durch den Euler-
Schrittu; + h/2f(t;, u;), dann ergibt sich das
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Modifizierte Euler-Verfahren, zweites Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung: (Runge,
1895)
Uo = Yo, Uj1 =uj+hf(t;+n0/2,u;+ (h/2) f(tu), j=0,....,N—1
Das Verfahren kann auch geschrieben werden als
Uj+1 = Uy + h]{?g

mit ]{51 = f(tj, Uj), ]{32 = f(tj + h/2, U, + (h/2) ]{31)

Wenden wir schlie3lich die Simpson-Regel an und ersetzer,, v, geeignet durch
Taylorentwicklungen, dann ergibt sich das sehr genaue alielite

Klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung (RK4)
Up = Yo
h
Uj+1:Uj+6(k51+2]{32+2]{53—|—k‘4), ]:O,,N—l
mit &y = f(t;,u;)
ko= f(t; +h/2,u; + (h/2) k1)
ks = f(t; +h/2,u; + (h/2) ky)
]{54 = f(tj-i-lv Uj -+ hk‘g)

6.1.3 Konvergenz und Konsistenz

Wir wollen nun die vorgestellten Verfahren auf ihre pragiis Brauchbarkeit und Genau-
igkeit hin untersuchen. Die Verfahren lassen sich in dgeatieinen Form

Uo = Yo
(67) Uj+1:Uj+h¢(tj,h;Uj,Uj+1), j:())"'vN_lv
schreiben,
Definition 6.1.2 Die Funktione(t, h; u, v) in (6.7) heitVerfahrensfunktionHangte nicht
vonv ab, dann heil3t das Verfahraxplizit, sonstimplizit.
Die GrolRe

(1, 1) = 5 e+ 1) = y(6) — (e, i y(2),y(+ ), >0, 1€ fa,b— ],

= 1/hx Defekt bei Einsetzen debkung in das Verfahren

heil3t derlokale Abbruchfehleioder Konsistenzfehledes Verfahreng6.7) fur (AWP) an
der Stellet.
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Definition 6.1.3 Das Verfahrer(6.7)heif3t zu (AWP) konsistent von der Ordnynéglls es
KonstanterC' > 0 undh > 0 gibt mit

|7(t,h)|| < Ch? furalle0 < h < hund allet € [a,b — h].
Das Verfahrer(6.7) heil3tstabil, falls eine Konstanté&™ > 0 existiert mit
lo(t, hyu,v) — o(t, h; 4, 0)|| < K (|Jlu—al| +|jv—20]) furallet e [a,b]u,v,a,veR™

Das Verfahrer(6.7) heif3tkonvergent von der Ordnung falls mit Konstanted/ > 0, H >
0 qgilt

lejll = lly(t;) —ujll < MhP, furj=0,...,Nundalleh = =2 < H.

b—
N
Besipiel: Explizites Euler-Verfahren Das Euler-Verfahren hat Konsistenzordnung

Nachweis: Seif € C'([a,b] x R™;R™) undy Losung vony’ = f(t,y). Dann isty’ €
C'([a,b];R™), alsoy € C?*([a,b]; R™) und Taylorentwicklung liefert komponentenweise
mit einem¢; € [0, 1]

Y(EHh) = (03 (Ot S (EHER r<ial? = y(0)+ (1 g ()b 5 (31 () <
Also ergibt sich

1

HO( ) = 5(0) = 100D | = 0L + ERrcicallt

It ) :

1
< 5”( sup |y (s)])1<i<nl|h-
s€la,b]

Damit hat das Euler-Verfahren Konsistenzordniingy

Verfahren | Konsistenzordnung
Expl. Euler 1
Impl. Euler 1
Heun 2
Mod. Euler 2
RK4 4

6.1.4 Ein Konvergenzsatz

Wir beweisen nun einen grundlegenden Konvergenzsatzfilizée Einschrittverfahren.
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Satz 6.1.4Seiy € C*([a, b]; R™) Losung von (AWP). Das Verfahré® 7) sei konsistent von
der Ordnungp und stabil. Dann ist das Verfahren konvergent von der OrdnurGenauer
gibtesH > 0, so dassiir den globalen Diskretisierungsfehler gilt

64K|tj_a| _ 1
lesll = lly(t;) = usll € ——7=——2Ch" furj=0,....N und alleh = ba < .
Beweis (fur Interessierte) Setze
yi=y(t;), e =vyj—u;, j=0,...,N.

Dann giltfurj = 0,..., N — 1 nach Definition des Verfahrens (6.7) und des lokalen Dis-
kretisierungsfehlers

Ujr1 = Uj + h¢(t], h, Uj, Uj+1),
Yir1 = Y; + ho(ty, b ys, yje) + hr(ty, h).
Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung ergibt
ejr1 = ej + h(o(t;, hyyj, yjr1) — o(ty, by ug, uja)) + hr(t;, h).

Seinun0 < h = (b—a)/N < h. Wegent; € [a,b — h] liefert die Konsistenzbedingung
|7(t;, h)|| < ChP. Zusammen mit der Stabilitat des Verfahrens erhalten afired mit der
Dreiecksungleichung

lejsall < (L+ RE)lej|| + hKlejll + hCR?

Wahle nun0 < H < h so klein, dass gillf K < 1/2. Dann ergibt sich fur all® < h =
(b—a)/N <H

1+ hK
lejall < T2 lesl| + B2CR? < (1+ hAE) ey | + h2Ch?

Das nachfolgende Lemma liefert nun weggn= 0
€4K\tj+1—a| _

1
2ChP.
4K

lej]l <
Damit ist der Satz bewiesenl

Wir benotigen zur Vervollstandigung des Beweises nochfdigendediskrete Gronwall-
Lemmazur Abschatzung der Fehlerakkumulation.

Lemma 6.1.5 Fur ZahlenL > 0, a; > 0, h; > 0 undb > 0 sei
aj+1§(1+hjL)aj+h]b, ]:0,1,,71—1

Dann gilt
elti —1
L

j—1
a; < b+ eLtjao mit tj = th
1=0
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Beweis (fur Interessierte) Fuj = 0 ist die Behauptung klar. Der Induktionsschritt
j — j + 1 ergibt sich aus

Lt; 1
Q41 < (1 + hJL) (6 b+ €LtjCL0) + hjb
<ehil
eHtiths) 1 — h; L e
< ( 7 J + h]) b—|— 6L(t]-l-h])ao

Lt;
etli+1 — ] v
= — b+ ellitig

L

6.1.5 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Verfahren hoher Konsistenzordnung kann man durch eindlyeraeinerung des Ansatzes
beim RK4-Verfahren gewinnen:

r-stufiges explizite Runge-Kutta-Verfahren:

Hier wahlt man die Verfahrensfunktion

i—1

j=1

(6.8) )
St hiu) =Y Biki.

Hierbei heilRtk; = k;(t,u, h) die i-te Stufe Zur kompakten Beschreibung von expliziten
Runge-Kutta-Verfahren notiert man die Koeffizienten ineemTableau, dem sogenannten

Butcher-Schema:
M| 0
Yol 0
V3| az azx 0

Yr| Cr1 - e ar,r—l 0

61 62 e ﬁr—l ﬁr

Beispiele fur Butcher-Schemata:

Explizites Euler-Verfahren: Modifiziertes Euler-Verfahnr Verfahren von Heun:

0|0 0] 0
1/211/2 0 101 0
0 1 172 1/2

00
1
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Mit diesem Ansatz kann man Verfahren beliebiger Konsistesrzungp erzeugen. Man
muss hierzu die Stufenzahigro3 genug wahlen. Taylorentwicklung des lokalen Abbruch
fehlers liefert dann Gleichungen fur die Koeffizienten.

Durch Taylorentwicklung laf3t sich der folgende Satz beesi

Satz 6.1.6 Betrachte ein Runge-Kutta Verfahréh7) mit Verfahrensfunktio(6.8) mit

r
’}/Z:E Q5 ’Lzl,...,’f’.
J=1

Es besitzt genau daniirfjede rechte Seitg € C?([a, b] x R) die Konsistenzordnung= 1,
falls die Koeffizienten der Gleichung

d =1
=1

gerilgen; genau dann die Konsistenzordnyng: 2, falls die Koeffizienten zaglich der
Gleichung

Z Biyi = 1/2
i=1

geriigen; genau dann die Konsistenzordnyng 3, falls die Koeffizienten zagzlich den
Gleichungen

Z @'%’2 =1/3
i=1

Z @‘Oéiﬂj = 1/6

i,j=1
geriigen; genau dann die Konsistenzordnuyng 4, falls die Koeffizienten zagzlich den
Gleichungen

Z Bivi =1/4
i=1

Z Bivicuyyy = 1/8

i,j=1

i,j=1

Z /@aijajk% = 1/24

i,5,k=1
gerigen.

Beweis Siehe zum Beispiel Deuflhard und Bornemann [DB02].
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6.2 Steife Differentialgleichungen

In zahlreichen Anwendungen (z.B. beim Ablauf chemischeka®enen), aber auch bei
Semidiskretisierung partieller Differentialgleichumgeretensteife Systemauf. Obwohl
es sich auch um Anfangswertprobleme handelt, erzwingehesigielen — aber nicht bei
allen — Verfahren inakzeptabel kleine Schrittweiterum eine genaue Losung zu erhalten.

Ausgangspunkt ist ein Anfangswertproblem fur ein Systegewohnlicher Differential-
gleichungen:

v(t) = F(ty(®), te ol
(AP v(@) =

mit f : [a,b] x R" — R™, yy € R™.

Der Begriff "steifes System” ist in der Literatur nicht gaaimheitlich definiert. Der we-
sentlich Punkt ist, dass die Losung zusammengesetztssinam langsam veranderlichen
Teil (der meist abklingt) und einem Anteil, die im Allgememsehr schnell gedampft wird.

Wir betrachten den Spezialfall, dass (AWPnN) linear ist:

y'(t) = Ay(t)+b, tE€a,b]

LAWPN
( ) y(a) = yo
mit einer Matrix4 € R™" und einem Vektob € R".

Seizudemd € R™" diagonalisierbar mit zugehorigen Eigenwerfeisowie Eigenvektoren
v;. Mit einer partikularen Losungp ist dann die allgemeine Losung von der Form

y(t) =yu(t) +yp(t), yu(t)= Z CieMty;.

Istnun Rg¢)\;) < O0furi=1,...,n,sogilt
tlim yu(t) — 0,
alle Losungen nahern sich algp an. Hierbei klingen die Summandenijp mit Re(\;) <
—1 sehr schnell und Summanden mit(Rg « —1 deutlich langsamer ab. Gibt es Eigen-

werte mit Ré)\;) < —1 und Eigenwerte mit schwach negativem Realteil, so nenntdaan
Systemsteif

Beispiel: Betrachte zum Beispiel das Problem

, Oy +C
yZM,Mmzm:(l ﬁ

C, — Oy

Atde Ai—=Ag
_ 2 2
A= A=A AitAg :
2

2

mit Cl, CyeR und
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A hat die Eigenwerta, A, mit zugehorigen Eigenvektoren) bzw. (). Ist zum Beispiel
A1 = —1lund ), = —1000, dann lautet die Losung

y(t) = C4 G) e+ Cy (_11) e~ 1000r,

Der zweite Term spielt nach kiirzester Zeit so gut wie keinkeRmehr. Der erste Term ist
bestimmend und konvergiert fiir— oo ebenfalls gegef.. Von einem geeigneten Integra-
tionsverfahren wird man erwarten, dass es ohne grol3e Eardaimgen an die Schrittweite
Naherungen; liefert mit

lim u; = 0.

Jj—00
Betrachten wir jedoch zum Beispiel die Anwendung des eiphzEuler-Verfahrens, so
ergibt sich mitug = yo = C1(5) + C2( )

1 1
w = (4 nd)un = i+ ) () + Gtk ) ()
und nun induktiv
(1 1
u; = 01(1 + h)\l)] <1> + 02(1 + h)\g)] (_1> .

Ist Cy # 0, so mussen wifl + hXs| < 1, also—h\, = 1000k < 2 wahlen, damit gilt
lim;_,., u; = 0. Ein geeignetes Verfahren sollte dies moglichst fur alte 0 sicherstellen.
O

Das Euler-Verfahren benotigt also sehr kleine Schritigreiobwohl sich die Losung kaum
andert. Man nennt die Differentialgleichung dasteif Die formale Definition ist unein-
heitlich. Folgende Definition ist am weitesten verbreitet.

Definition 6.2.1 Ein Anfangswertproblem (LAWPN) heigteif, wenn A Eigenwerte mit
Re(\;) < —1 und Eigenwerte\; mit schwach negativem Realteil besitzt.

Wir kommen nun zur numerischen Behandlung steifer Difféaégieichungen.

Um eine einfache Modellgleichung fur steife Differengilgichungen herzuleiten, betrach-
ten wir zunachst (LAWPN) mii = 0, also

(6.9) y' = Ay,y(0) = yo.
A sei diagonalisierbar. Dann existiérf € R™™ mit
MAM™ = diag (A1, ..., \n)
mit den Eigenwerten, ..., \, von A. Setzen wirz: = My, dann gilt also

Y= MAy = MAM 'z = diag (\1,...,\)z,  2(0) = My,.
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Die Komponenten; von z = My erfullen also
(6.10) zi=Nizi,  2(0) = (Myo)i.

Fur eine steife Differentialgleichung gilt zudem Re) < 0, wobei einige Ré\;) stark,
andere schwach negativ sind.

Beobachtung:Verhalt sich ein numerisches Verfahren fur alle Diffdralgleichungen (6.10)
gutartig, dann liefert es auch fur das steife System (6.8 §rgebnisse.

Um Verfahren fur steife Differentialgleichungen zu beteerund zu analysieren, betrachtet
man daher nach Dahlquist (1963) die

Modellgleichung

(6.11) y =Xy, y(0)=1, mit A e C, Reg\) <D0.
Die Losung ist
y(t) = e
und wegen Re\) < 0 gilt
(6.12) tli>r£) y(t) = 0.

Die Losung fallt also je nach grof3e voRe(\)| sehr unterschiedlich stark ab. Damit ein
Verfahren gut fur steife Differentialgleichungen geedtist, hat sich folgende Anforderung
bewahrt:

Forderung: Die numerische gewonnene Naherungslosung von (6.10disdEigenschaf-
ten von der Losung(t) = e, also insbesondere (6.12), moglichst gut widerspiegeln.

Dies motiviert folgende

Definition 6.2.2 (A-stabil (absolut stabil), L-stabil)
Ein Verfahren heif3t

a) absolut stabil (A-stabil)wenn seine Anwendung auf das Modellprob(@m. 1) fur
jede Schrittweité, > 0 eine Folge{u; },cn, produziert mit

uj| < fuy| Vi =0.
b) L-stabil, wenn es A-stabil ist und zudem gilt

lim u; = 0.

J—00
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Bei vielen Einschrittverfahren gilt bei Anwendung auf dasdéllproblem (6.11) die Be-
ziehung
ujy1 = R(qQ)u; mitg=Ah

und einer Funktiol? : D — C,0€ D c C.

Beispiel: Wendet man das explizite Euler-Verfahren auf das Moddiliero (6.11) an, dann
erhalt man
Uj+1 = Uy + h)\uj = (1 + )\h)uj = (1 + Q)Uj,

also ist fur das explizite Euler-Verfahrdt(¢) = 1 + ¢. O
Definition 6.2.3 Man nenntR die Stabilitatsfunktiordes Einschrittverfahrens. Die Menge
S={qeC: |R(q)| <1}.

heiRtStabilitatsgebietles Einschrittverfahrens.

Offensichtlich gilt
A-stabil <= |R(q)| <1 VqeC, Regq) <0.

L-stabil <= |R(q¢)|<1 V¢eC, Re(q) <0 <= SD{qeC: Reg) <0}.

6.2.1 Stabilitaitsgebiete einiger Verfahren
Explizites Euler-Verfahren
Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens auf das Modetifem (6.11) ergibt
ujy1 = uj + hAu; = (1 + Ah)u;,
die Stabilitatsfunktion ist dah€®(q) = 1 + ¢. Das Stabilitatsgebiet ist also
S={qeC: |1+¢q| <1}.
Bemerkung: Man kann leicht zeigen, dass alle expliziten Runge-Kuttgahren nicht A-

stabil sind!

Implizites Euler-Verfahren

Das implizite Euler-Verfahren liefert fur das Modellptetn (6.11)

Uj+1 = Uy + h)\ujﬂ
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und somit .

ALV
Dies ergibt die StabilitatsfunktioR(q) = %—q q # 1, und das Stabilitatsgebiet

S={qeC:|1—¢q>1}D{qeC : Re(q) <0}.

Das implizite Euler-Verfahren ist also A-stabil, sogartatsl!

Implizite Trapezregel
Die Verfahrensgleichung lautet

Ujy1 = Uj + g(f(uy) + f(ujs1))-

Wir erhalten fir das Modellproblem (6.11)
h
Ui = U+ AU+ Uje)

und somit
1+ Ah/2

Uj+1 = m“j-

Daher giltR(¢) = }jgj;, ¢ # 2, und das Stabilitatsgebiet ist

S={qeC: 1+q/2[<[1-¢q/2]} ={q€C : Re(q) <0}.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Besonders gut geeignet fur steife Differentialgleichemgind implizite Runge-Kutta-Verfahren.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren erhalt man durch ButeBehemata, bei denen die Koef-
fizientena,; keinestrikte untere Dreiecksmatrix bilden. Die Verfahrensgieing ist gege-
ben durch

ki:f<t+%hau+hzailk‘l>, 1=1,...,m7,

=1

(6.13) ;
Ot hiu) =Y Biki.
i=1

(beachte die Summation bisanstellei — 1). Ein implizites Runge-Kutta-Verfahren ist
ein explizites Einschrittverfahren, lediglich die Stufersind als Losung eines nichtlinea-
ren Gleichungssystems gegeben. Man kann nun die Koefexien}, 3;, ; tatsachlich so
wabhlen, dass ein L-stabiles Verfahren der Ordnpiag2r ensteht.



