Kapitel 5

Nichtlineare Gleichungssysteme

5.1 Einflhrung

Wir betrachten in diesem Kapitel Verfahren zur Losung vimhtinearen Gleichungssyste-
men.

Nichtlineares GleichungssystemGesucht ist eine Losunge D von
F(z)=0

mit einer gegebenen Abbildung

D C R” nichtleer und abgeschlossen.

Viele praxisrelevante Probleme, insbesondere im Hochtolyiebereich, sind nichtline-
ar und erfordern die Losung nichtlinearer Gleichungssyst So fuhrt zum Beispiel die
Schaltkreissimulation und die Diskretisierung nichténer partieller Differentialgleichun-
gen (Wetter- und Klimamodelle, strukturmechanische Barangen, Umformprozesse aus
der Produktionstechnik...) auf grof3e nichtlineare Glergssysteme.

Im Gegensatz zu linearen Gleichungssystemen, bei denegemaiu eine Losung, keine
Losung oder ein ganzer affiner Unterraum als Losung defirkann, sind bei nichtlinearen
Gleichungen auch mehrere oder unendlich viele isolieoubgen moglich.

Beispiel 5.1.1

1.n=1,D=R, F(z) =2*—a,a> 0.
Es gibt zwei reelle Losungen= +/a.

41



S. Ulbrich: Mathematik 1V fir Elektrotechnik, Mathematlik fiir Informatik 42

2.n=1,D=R,F(z)=2*+a,a>0.
Es existiert keine reelle Losung.
3. n=1,D =R, F(x) = zsin(x).
Es gibt unendlich viele Losungen= k, k € Z.

4. Schnittpunkte des Einheitskreises mit der Gerademn; = ax;+b,a,b € R:in = 2,
D = R2, F(l’) _ (:Jc%+m%—1).

To—axi1—b

Je nach Wahl von, b gibt es zwei, eine oder keine relle Losung.

Sehr oft ist die Funktiorf’ stetig differenzierbar, d.h. die partiellen Ableltung?h 1<
1,j < n existieren und sind stetig. In diesem Fall gilt (Taylorelckiung erster Ordnung)

F(x +s)=F(z)+ F'(z)s + R(x;s)

mit der Jacobi-Matrix

Bx) - PE(x)
F'(x) = : ;
Gh(z) - SE(x)

und einem Restglie®(z; s), wobei

o R 9)]

=0 [|s]]

=0, kurz: R(z;s)=o(|s]).

Dies ist wesentlich fur die Entwicklung schneller Losaugrfahren.

5.2 Das Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ist eines der wichtigsten VerfahnenLHsung nichtlinearer Glei-
chungssysteme, da es nahe der Losung sehr schnell kanweider Einfachheit halber
nehmen wir im folgenden den Fdll = R™ an.

Wir betrachten das Newton-Verfahren zur Losung einestimearen Gleichungssystems
(5.1) F(x)=0

mit ' : R" — R" stetig differenzierbar.
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5.2.1 Herleitung des Verfahrens
Anschauliche Herleitung im eindimensionalen Fall

Sei zunachst = 1. Dann istF(z) eine reelle Funktion. Sei*) eine Naherung einer
Losungz von (5.1). Die Idee des Newton-Verfahrens besteht ddfim =) durch die
Tangente arjz, F(z)) im Punktz®) zu approximieren und als nachste Iteriert&™) die
Nullstelle der Tangente zu wahlen.

Die Tangentengleichung lautet

y=F@®)+ F(@®)(z —2W)
undz*+Y ist die Losung von

F(z®) + F'(z®)(z — 2™) = 0.
Im Falle F'(z(®)) # 0 ergibt sich

2D — (k) F'(x(kr))—lp(x(k)).

Es gilt also

wobeis*) die Losung der Gleichung ist

Beispiel: Fur F(z) = 2> — a, a > 0 ergibt sich

1

N =
/N
8
=
-+

S
S@
N——

Der allgemeine Fall

Zur allgemeinen Motivation des Newton-Verfahrens fudjSeiz*) € R” ein gegebener
Punkt. Dann istt eine Losung von (5.1) genau dann, wenn= z*) + s gilt mit einer
Losungs von

(5.2) F(z® +5) = 0.

Die Idee des Newton-Verfahrens besteht dafify*) + s) durch die Taylorentwicklung
erster Ordnung zu ersetzen: Es gilt

F(x(k) +s) = F(x(k)) + F/(x(k))s + o(]|s]])

mit der Jacobi-Matrix” (z*)) von F in z*) und das Restglied wird fur kurzeklein,
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Bei derk-ten Iteration des Newton-Verfahrens ersetzt man dah2y @oirch die linearisierte
Gleichung
F(z®) + F'(z®)s = 0.

Dies ergibt

Algorithmus 4 Lokales Newton-Verfahren fur Gleichungssysteme
Wahle einen Startpunkt® ¢ R”.

Furk=0,1,...:

1. Falls F(z®) = 0: STOP mit Ergebnis*).
2. Berechne den Newton-Scheitt) € R™ durch Losen deiNewton-Gleichung
F’(x(""))s(k) — —F(:L’(k)).

3. Setze:*tD) = zk) 4 (k)

5.2.2 Superlineare und quadratische lokale Konvergenz dddewton-
Verfahrens

Wir werden sehen, dass unter geeigneten Voraussetzungsoldielle lokale Konvergenz
des Newton-Verfahrens gezeigt werden kann.

Wir verwenden im folgenden der Einfachheit halber immer eli&lidische Norm|| - ||,
mit induzierter Matrix-Norm| - ||,, obwohl wir genausogut jede andere Norm verwenden
konnten.

Der folgende Satz zeigt die superlineare bzw. quadratiedtade Konvergenz des Newton-
Verfahrens.

Satz 5.2.1(Schnelle lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens)
Seil’ : R" — R" stetig differenzierbar und sei € R" ein Punkt mitF'(z) = 0 und F'(z)
nichtsinguér. Dann gibt es) > 0, so dass gilt:

i) z istdie einzige Nullstelle voR' auf Bs(x)
i) Furallex® € Bs(z) mit ders-Kugel
Bg([i’) = {IL’ e R" . ||l’ — {f”g < 5}

terminiert Algorithmus 4 entweder mit*) = z oder erzeugt eine Folger®)) c
Bs(z), die superlinear gegen konvergiert, d.h.

lim xz, =z, wobei ||zy11 — ||, < vllze — Z||5
k—o0

mit einer Nullfolgey;, ™\, 0.
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i) Ist F” Lipschitz-stetig auB3;(z) mit Konstantel, gilt also
I1F"(z) = F'(y)ll, < Lllz —yll, Vaz,y € Bs(a),
dann konvergiertz*)) sogar quadratisch gegen d.h.

]}Lrgoxk =7, wobei|zp1 — 7|, < Cllaw — 7|5,

wobei fir § > 0 klein genugC' = || F”(z)||,L gewahlt werden kann.

Hinweis: F” ist automatisch Lipschitz-stetig aifs(z), falls F' zweimal stetig diffe-
renzierbar auf der abgeschlossenen Kugg(z) ist.

Leider konvergiert das Newton-Verfahren aus Algorithmusder Regel nur fur Startpunk-
te, die nahe genug an einer Losuntiegen.

Beispiel 5.2.1Betrachtel’(x) = = I hat die eindeutige Nullstelle und ist stetig

differenzierbar mit’(x) > 0. Trotzdem konvergiert das Newton-Verfahren fur jedemtSta
punkt mit|z®| > 1 nicht. SieheJbung.

Um Konvergenz fur beliebige Startpunkte erzielen zu lgmmmuss man das Newton-
Verfahren geeignet globalisieren.

5.2.3 Globalisierung des Newton-Verfahrens

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine Modifikation destda-Verfahrens, die fur eine
grol3e Klasse von Funktiondnglobale Konvergenz, d.h. Konvergenz von einem beliebigen
Startpunkt aus, sicherstellt.

Den Ausgangspunkt bildet die Beobachtung, dass jede Igoswon (5.1) ein globales
Minimum des Minimierungsproblems

. F 2
min [[F(z)],

ist.
Wir wenden nun folgende Strategie an:
¢ Wir verwenden den Newton-Schritt”) mit einer Schrittweiter,, €]0, 1], wahlen also

als Ansatz fUr die neue lterierte

N RN RN )
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e Wir bestimmen die Schrittweite, so, dass gilt
(5.3) 1E @)l < £ (@),

und die Abnahme "ausreichend groR3” ist.

Durch Taylorentwicklung der Funktion
2
¢(0) = ||F(z™ + osP)],
in o = 0 erhalt man
6(0) = 6(0) + ¢ (0)7 + o(0) = | F(z®)||; + 20F (") T F'(z0)s" + o(0)
und Einsetzen der Newton-Gleichufyz*))s* = — F(z®)) liefert
2 2
|F@® + sl = [|F (2], — 20| F (@ 9)]; + of0).
Ist§ €]0, 1] fest, dann gilt im FallF(z(®)) # 0 also fure klein genug
2 2 2
1F(z® + as®)|l;, < |[F™)]; = 280]| F (")),
Dies zeigt, dass die folgende Schrittweitenwahl nach As8inn macht:

Schrittweitenwahl nach Armijo:

Seid €]0,1/2[ (ute Wahl z.Bs = 10~%) fest gegeben. @Whle das goRteo;, € {1,3,%,...}
mit

2 2 2
(5.4) 1E(@® + ops®™) ]y < |F @), — 2804 F ()]l

Wir erhalten insgesamt folgendes Verfahren:

Algorithmus 5 Globalisiertes Newton-Verfahren fir Gleichungssysteme
Wahle einen Startpunkt® ¢ R”.
Furk=0,1,...:

1. Falls F(z®) = 0: STOP mit Ergebnis®).

2. Berechne den Newton-Scheitt) € R” durch Losen deiNewton-Gleichung

3. Bestimme;, nach der Armijo-Reg€b.4).
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4. SetzevtD) = (0 4 5, 5(k),
Es gilt folgender Konvergenzsatz.

Satz 5.2.2Sei F' : R* — R" stetig differenzierbar und® < R" beliebig. IstF'(x)
invertierbar fur alle = in der Niveaumenge

Np(@):={y = fly) < f@)}, fa) = |F@)];

und ist N;(z(®)) kompakt (also beschnkt und abgeschlossen), dann terminiert Algorith-
mus 5 mit Startpunkt® entweder endlich oder erzeugt eine Folgé”) C N;(z®), fur
die gilt:

i) (z®) konvergiert gegen einedsungz von(5.1).

i) Esgibt! > 0 mito, = 1 fur alle £ > [. Das Verfahren geht also in das lokale
Newton-Verfahrefiber und konvergiert superlinear bzw. quadratisch gegen



