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4.2.5 Das Cholesky-Verfahren

Fur allgemeine invertierbare Matrizen kann das Gaul3aVkeen ohne Pivotsuche zusam-
menbrechen und wir werden sehen, dass auch aus Griindemrderischen Stabilitat eine
Pivotsuche ratsam ist. Fur die wichtige Klasse der podgifiniten Matrizen ist jedoch das
Gaul3-Verfahren immer ohne Pivotsuche numerisch stahihdiiinrbar.
Definition 4.2.4 Eine reelle MatrixA € R™" heil3t positiv definit, falls gilt
A=AT 2TAz >0 VzeR"\{0}.
und positiv semi-definit, falls gilt
A=AT, 2TAz >0 VzeR"™
Allgemeiner heil3t eine komplexe Matrixe C™" positiv definit, falls gilt
A=A HAz >0 Vze C™\ {0}.
und positiv semi-definit, falls gilt
A=A HAzx >0 VzeC™

I e R

Positiv definite Matrizen treten sehr oft in Anwendungen, &iiva bei der numerischen
Losung von elliptischen (z.B. Laplace-Gleichung) undgbaischen (z.B. Warmeleitungs-
gleichung) partiellen Differentialgleichungen.

Satz 4.2.5FUr eine positiv definite Matrixd existiert A=! und ist wieder positiv definit.
Zudem gilt: Alle Eigenwerte sind positiv, alle Hauptuntatnizen Ay = (a;;)k<ij<i, 1 <
k <1 < n sind wieder positiv definit und alle Hauptminoreet(Ay;) sind positiv.

Beweis ElementardJbung aus der linearen Algebra. Siehe z.B. Stoer [St@4].

Eine effiziente Variante des Gaul3schen Verfahrens fuc@lgigssysteme mit positiv defi-
niter Matrix wurde von Cholesky angegeben. Das Choleskyatieen beruht auf der fol-
genden Beobachtung

Satz 4.2.6 Es seid € R™" positiv definit. Dann gibt es genau eine untere Dreieckmdiri
mit positiven Diagonaleintigenl;; > 0, so dass
LL" = A (Cholesky-Zerlegung)
Ferner besitztA eine eindeutige Dreieckszerlegung
LR = A,
wobeilL, = LD™', R = DLT mit D = diag (l11, . . ., l,). Sie wird vom GauR-Verfahren
ohne Pivotsuche geliefert.
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Der Beweis kann durch vollstandige Induktion nackrfolgen, wir wollen ihn aber nicht
ausfuhren.

Die Cholesky-Zerlegung L™ = A berechnet man durch Auflosen dé?i‘;—” Gleichungen
(aus Symmetriegrinden muss nur das untere Dreieck mitoDalg betrachtet werden)

J
(4.13) a; =Y luly, fur j<i i=1...n

k=1
Man kann hieraus die Elemente varspaltenweise in der Reihenfolge

llla"'7ln17l227'"7ln27"'7lnn

berechnen. Fur die erste Spalte Vo(setze; = 1) ergibt sich

2
ap;p = lll? also li1 = Van
an = lihy,also i = a;1 /li.

Sukzessives Auflosen na6h, ¢ = j,...,n liefert den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 3 Cholesky-Verfahren zur Berechnung der Zerleggung LLT = A
Farj=1,...,n

Fari=75+1,...,n: ‘
Qg5 — 2;11 likljk

lij - l

Ji
Bemerkung: Das Cholesky-Verfahren hat einige schone Eigenschaften:
e Dadas Cholesky-Verfahren die Symmetrie ausnutzt, bgrégineben Quadratwur-

zeln nur noch can® /6 Operationen. Dies ist etwa die Halfte der beim GauR-Veefah
benotigten Operationen.

e Aus (4.13) folgt
|lij|§\/a'ii7 ]S% 221,,’”
Die Elemente der MatrixX, kbnnen daher nicht zu grof3 werden. Dies ist ein wesent-
licher Grund fur die numerische Stabilitat des CholeSkyfahrens.

e Das Cholesky-Verfahren ist die effizienteste allgemeirsniethode auf positive De-
finitheit. Man muss hierbei Algorithmus 3 nur wie folgt ertesn:

7j—1
a=az;—Y I Falls a < 0: STOP,A nicht positiv definit.
k=1

Sonst setzé;; = \/a.
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4.3 Fehlerabsclatzungen und Rundungsfehlereinfluf3

Bei der Beschreibung der direkten Verfahren zur Losung @beichungssystemen sind

wir bisher davon ausgegangen, dass alle Ausgangsdatetvexidégen und die Rechnung

ohne Rundungsfehler durchgefuihrt wird. Dies ist jedoctealistisch, denn insbesondere
bei groRen Systemen konnen Rundungsfehler die Rechnbegleh beeinflussen.

4.3.1 Fehlerabschtzungen fur gestrte Gleichungssysteme

Wir studieren zunachst, wie stark sich die Losung einesalien Gleichungssystems bei
Storung von Matrix und rechter Seite andert. Vorgelegeselineares Gleichungssystem

Axr =10

und ein gestortes System

(A+ AA)Z =b+ Ab

S
I

mit AA und Ab "klein”.
Frage: Wie klein istz — 27
Diese Fragestellung ist von grof3ter praktischer Bedeutun

e Man kann abschatzen, wie sensitiv die Losung bezugliohu8gen von Matrix und
rechter Seite ist.

¢ Eine berechnete Naherungslosung (z.B. mit einer Imphtiaeing des Gaul3-Verfahrens)
Z von Az = b ist exakte Losung des Systems

AT = b+ Ab, mitdem Residuun\b = Az — b.

Man kann nun aus dem leicht berechenbaren Residbims A% — b Schranken an
den unbekannten Fehlgr — z|| ableiten.

Es stellt sich heraus, dass die sogenannte Kondition eirndVdiesen Storeinfluss be-
schreibt.

Zur Messung vorxr — z, Ab und AA benodtigen wir einen "Langenbegriff” fur Vektoren
und Matrizen.

Definition 4.3.1 Eine VektornormaufR" ist eine Abbildung: € R" — ||z|| € [0, co[ mit
folgenden Eigenschaften:

a) ||z]| = 0 nurfurz = 0.
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b) ||ax| = |af||x| furalle « € R und allez € R".

c) |z +yl|l <|z|l + ||y|] furallex,y € R* (Dreiecksungleichung).

Nun sollen auctMatrix-Normeneingefuihrt werden. Sei hierzu- || eine beliebige Norm
aufR”™. Dann kdnnen wir auR™" eine zugehorige Matrix-Norm definieren durch

A
(419 4] = sup Az = sup 1221
Jafl =1 a0 |||

fur A € R™". Sie hei3t die durch digektornorm|| - || indizierte Matrix-Norm

Sie hat wiederum die Eigenschaften

|Al| = 0 nur fur A = 0.
|aA|l = |af ||A]| fur allea € R und alleA € R™".

|A+ Bl < ||A|| + || B| furalle A, B € R*" (Dreiecksungleichung).
Zusatzlich sichert (4.14) die nutzlichen Ungleichungen

|Az|| < [|All||x| furallez € R™ und alleA € R™™ (Vertraglichkeitsbedingung)
|AB|| < ||A||||B|| fur alle A, B € R™" (Submultiplikativitat).

Beispiele:

|||, = VaTz induziert ||All, = v/ Amas(ATA)

n

]|, =) |z;| induziert [|A]|, = jg?.}fnz |a;;|  (Spaltensummennorm)

i=1 i=1
n

lz|l, = max |z;| induziert ||Al| = max E la;;|  (Zeilensummennorm)
i=1,..., n i=1,..., n
=1

Wir sind nun in der Lage, die bereits erwahnte Konditioreeidatrix einzufuhren.
Definition 4.3.2 SeiA € R™" invertierbar und sej| - || eine induzierte Matrixnorm. Dann

heifl3t die Zahl
cond 4) = [|A[[[|A71]]

die Konditionvon A bediglich der Matrixnorm.

Man kann nun folgendes zeigen.
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Satz 4.3.3(Storeinfluss von Matrix und rechter Seite)
SeiA € R™" invertierbar,b, Ab € R™, b # 0 und AA € R™™ mit ||AA| < 1/||A7Y|
mit einer beliebigen durch eine Norfn || auf R” induzierten Matrixnornj| - ||. Ist z die
LOésung von

Ax =b

undz die Losung von
(A+ AA)T =b+ Ab,

dann gilt

|12 — = cond 4) (||AA|| IIAbH)
[zl = 1 —cond A)[[AA[/lAI\ (Al (]

Beweis Wir betrachten der Einfachheit halber nur den Zall = 0. Dann liefert Sub-
traktion der gestorten und ungestorten Gleichung

A(Z — x) = Ab,

also
1% — || = A~ AD|| < [|A7Y|[|Ab].
Wegen||b]| = ||Az|| < ||Al[[z]| folgt 1/|z|| < [|A]//][6]| und somit

|AD]
ol

[l — 2|

A 7l oy appamy 1260

O

Die Kondition bestimmt also die Sensitivitat bezuglictd®ngen von Matrix und rechter
Seite.

4.3.2 Erganzung: Rundungsfehlereinflul3 beim Gaul3-Verfahren

Auf einem Rechner wird eine Zak 0 nach IEEE-Standard dargestellt in der Form
+1, 00 a9 ... ap_qy 2%, a; €{0,1},b€ {b_,... b},

z.B. bei der heute tUiblichen doppelten Genauigkeit
t = 53 (ca. 15 Dezimalstelleny_ = —1022, b, = 1023.

Alle elementaren Rechenoperationen sind nach IEEE-Stdistezu implementieren, dass
das Ergebnis der Operation das gerundete exakte Ergebmissser bei Exponentdiber-
oder Unterlauf. Bezeichnen wir mit,, —,, usw. die Rechenoperationen auf einem Rech-
ner, dann gilt also z.B.

z+gy =rd(z +y).
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Hierbei rundet rd zur nachstgelegenen GleitpunktzahbiE&ir den relativen Fehler

W <27'=:eps eps: Maschinengenauigkeit.

Somit gilt bei jeder Rechenoperatiop € {+,, —,, %4, /4}

rosy=(xoy)(l+e), [e]<eps

Rundungsfehleranalyse fir das Gaul3-Verfahren

Durch eine elementare aber aufwendige Abschatzung der Gaul3-Verfahren auftreten-
den Rundungsfehlerverstarkung erhalt man folgendesltés

Satz 4.3.4SeiA € R™" invertierbar. Wendet man das Gaul3-Verfahren auf einemi&ch
mit Maschinengenauigkeit eps mit einer Pivot-Technik a@,|if| < 1 sicherstellt (z.B.
Spaltenpivotsuche oder totale Pivotsuche), dann errdaiia@ L, R mit

eps
1—eps

Hierbei sindP, ) die aus der Pivotsuche resultierenden Permutationen und

(4.15) a = ml?X ax, ar = max |a§f)‘
%)

Berechnet man mit Hilfe voh, R durch Vorvarts- und Rickwartssubstitution eine &he-
rungsbsungz von Ax = b, dann existiert eine Matrix,; mit

2(n+1)eps, - = 2(n+1)eps _
Ant1eps, ;) pyy < Hntbeps

1 — neps 1 — neps

Hierbei bezeichnetL| = (|l;;]), |R| = (|7i;])-

(A+E)r =0, ey <

Beweis Siehe Stoer [St94]C

Bemerkung: Mit Satz 4.3.3 kann man nun auch den relativen Fehler deeN#&igslosung
7 abschatzerna

Einflu der Pivot-Strategie
Die Grof3e voru in (4.15) hangt von der Pivotstrategie ab. Man kann folgsmckigen:

e Spaltenpivotsuche:a; < 2¥ max; ; |a;;|.

Diese Schranke kann erreicht werden, ist aber in der Regketuipessimistisch. In
der Praxis tritt fastimmeg;, < 10 max; ; |a,;| auf.



S. Ulbrich: Mathematik IV fiir Elektrotechnik, Mathematik fiir Informatik 40

e Spaltenpivotsuche bei Tridiagonalmatrizen:a;, < 2max; ; |a;;]|.

e \ollstandige Pivotsucheq,, < f(k) max; |a;;|, f(k) = kY?(2!131/2. .. pt/(k=y1/2,

f(n) wachst recht langsam. Es ist bislang kein Beispielapit (k + 1) max; ; |a;;|
entdeckt worden.



