Kapitel 4

Lineare Gleichungssysteme

4.1 Problemstellung und Einflihrung

In diesem Kapitel betrachten wir direkte Verfahren zur g von linearen Gleichungssy-
stemen.

Lineares GleichungssystemGesucht ist eine Losung € R™ von

(4.1) Az =b.
mit
(4.2)
aix Az - Qip by X1
a a cee Qo b T
A=| 7 T lern, p=| 2 |ery, z=| " |ern
ap1 Ap2 - Ann bn Tp

Die hier besprochenen direkten Methoden liefern— rundigidesrfreie Rechnung vorausgesetzt—
die Losung von (4.1) in endlich vielen Rechenschritterkd@mtlich ist (4.1) die Matrix-
schreibweise fur

anT1 + QpTo + -+ AT, = by, 1=1,...,n.

Lineare Gleichungssysteme treten in der Praxis als Hotslem bei einer Vielzahl von
Problemstellungen auf, z.B. bei der Losung von Rand- untbBafangswertaufgaben fur
gewohnliche und partielle Differentialgleichungen (8itkreissimulation, elektromagne-
tische Felder, ...), in der Bildverarbeitung, usw. . Sehagen besagen, dass etwa 75%
der Rechenzeit im technisch-wissenschaftlichen Berai€dia Losung von linearen Glei-
chungssystemen entfallt.

Wir erinnern zunachst an folgenden Sachverhalt.
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Proposition 4.1.1 Das lineare Gleichungssystgeh 1) hat eine losung genau dann, wenn
gilt
rang(A) = rang(A, b).

Hierbei ist bekanntlichiir eine Matrix B € R™™ der Rang definiert durch

Rand B) = Maximalzahl- der linear unabkngigen Zeilenvektoren
= Maximalzahl- der linear unabkngigen Spaltenvektoren

Das lineare Gleichungssystdi 1) hat eine eindeutigedisung genau dann, wenhinver-
tierbar ist (oder gleichbedeutendet(A) # 0 ). Die eindeutige bsung lautet dann

x=A"'D.

4.2 Das Gaul3sche Eliminationsverfahren, Dreieckszerle-
gung einer Matrix

Das grundsatzliche Vorgehen der GauR3-Elimination istdsurd_inearen Algebra bekannt.
Wir werden das Verfahren kurz wiederholen und zeigen, wie aeraus eine Dreiecks-
zerlegung einer Matrix erhalt. Zudem werden wir uns klach@n, welchen Einfluss Run-
dungsfehler haben konnen und wie dieser Einfluss wirksddarbpft werden kann.

Die Grundidee des Gaul3schen Eliminationsverfahrenshietden, das Gleichungssystem
(4.1) durch die elementaren Operationen

e Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen
e Zeilenvertauschungen, d.h. Vertauschen von Gleichungen

e Spaltenvertauschungen, die einer Umnummerierung derkaminéen entsprechen,

in ein Gleichungssystem der Form
Ry:C, Yo, = T4, izl?"wn?
mit der durchgefuihrten Spaltenpermutatien, . . ., o,,) und einer oberen Dreiecksmatrix

i - Tin
R=
0 Tnn
zu Uberfuhren, das dieselben Losungen wie (4.1) be§it8) ist ein sogenanntggstaffel-

tes Gleichungssysterdas man leicht durch Ruckwartssubstitution 1osen kaotangeR
invertierbar ist. Werden keine Spaltenvertauschungechdygfiihrt, dann gilt = .
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4.2.1 Losung gestaffelter Gleichungssysteme

Gestaffelte Gleichungssysteme

mit einer oberen Dreiecksmatrix
rr 0 Tin
0 Trn
sowie
(4.5) Lz=d
mit einer unteren Dreiecksmatrix
lll 0
L= . ,
lnl lnn

lassen sich offensichtlich leicht durch Riickwarts- brerwartssubstitution losen:

Satz 4.2.1SeienRk = (r;;) € R*™ undL = (I;;) € R™" invertierbare obere bzw. untere
Dreiecksmatrizen und = (cy,...,c,)T, d = (di, ..., d,)" Spaltenvektoren. Dann lassen
sich die losungen voi4.3) bzw.(4.5) folgendermalRen berechnen:

a) Ruckwartssubstitution fir obere Dreieckssysteme4.3).

n
G =D i1 Tig¥i
Y = , t=n,n—1,...,1.
T

b) Vorwartssubstitution fiir untere Dreieckssystemg4.5).

i—1
D L
Z; = I , 1= 1,4,...,N.
i

Beweis zu a): DaR invertierbar ist, gilt
det(R) = T11722 " Tnn 7& 0,

alsor; # 0,7 =1,...,n. Somit ergibt sich

Cn
Yn =
Tnn
o Cn—1 — Tn—1,nYn
Yn—1 =

n—1n-1
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und somit induktiv a).
zu b): Wegenlet(L) = ly1log - - - Iy Z 0 @ilt I;; # 0,4 =1,...,n. Somit ergibt sich

o

dy — l2,121
2y = ————

21
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und wir erhalten induktiv b).O

Bemerkung: Der Aufwand fur die Rickwartssubstitution it(n?) an elementaren Re-
chenoperationen, falls nicht zusatzlich eine spezieiediztheitsstruktur vorliegt (Dunn-
besetztheit, Bandstruktu}l

4.2.2 Das Gauf3sche Eliminationsverfahrens

Wir erklaren nun (die grundsatzliche Vorgehensweiséiesalus der Linearen Algebra be-
kannt sein), wie man mit dem Gaul3schen Eliminationsvesfabin gestaffeltes Gleichungs-
system erhalt. Statt mit den Gleichungen (4.1) zu arbgis¢rs bequemer, die Operationen
an der um die rechte Seite erweiterten Koeffizientenmatrix

ain v Qi | by
(A,b) =
(0775 Ann bn
durchzufihren.

Beim Gauf3schen Eliminationsverfahren geht man nun wie fa@g

Grundkonzept des Gaul3schen Eliminationsverfahrens:

1 1 1
CITG
0. Initialisierung: (AMW p(V) = : P = (A, D).
R

1. Pivotsuche: Suche eine Gleichung, die vonx; abhangt, also mitz,f}l) # 0 und
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vertausche sie mit der ersten Gleichung:

o) e al) |l o |
(AO 0 = [al) a6 [~ L) el o)
anl e and | anl a0
~(1 ~(1) | z(1
) el i
= | : : | = (AD M)
g e | O

Ist A invertierbar, dann existiert immer ein solchesda wegen der Invertierbarkeit
von A die erste Spalte nicht verschwinden kann.

2. Elimination: Subtrahiere geeignete Vielfache der ersten Gleichung eoriidrigen
Gleichungen derart, dass die Koeffizienten wgnn diesen Gleichungen verschwin-
den. Offensichtlich muss man hierzu jeweils diadache mit

=t

der ersten Gleichung von deten Gleichung subtrahieren:

~(1 ~(1 ~(1 7(1
oo o
(121(1)76(1)) ~ (A(Z),b(z)): 0 ayp - ay, b
0 a® - o2 |
~(1 ~(1 7(1
) al o)
B 0
B : A )
0

3. Iteration: Wende fiirk = 2,...,n — 1 Schritt 1. und 2. aufA®_5®)) an:

1,. Wahle ein Pivotelement!") # 0, k < r < n, vertausche Zeilé: und r
~ (AW k)

2. Subtrahiere dak,-fache mit

ay
~(k

al(ck)

derk-ten Gleichung von derten Gleichung; = £+ 1,...,n.
~s (A(k—i-l)’ b(k—i—l))

lik =
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Nachk Eliminationsschritten
(A,0) =: (A pV) — (AP 5®) — | (AR plktD)

erhalten wir also eine Zwischenmatrix der Form

~(1 ~(1 ~(1 7(1

ay Ay Ay | by

0 5

~(k ~(k 7 (k

(AG+D k1) - Qi | ) | B
0

: Ak+1) 6(k+1)

0

Nachn — 1 Eliminationsschritten liegt somit ein gestaffeltes Gleingssystem (4.3)
Rr=¢, mit R=AM, ¢=p™

VOr.

Pivotstrategie

Das Elemenuﬁi), das in Schritt 1 bestimmt wird, heil3PivotelementTheoretisch kann
man bei der Pivotsuche jede$’ + 0 als Pivotelement wahlen. Die Wahl kleiner Pivotele-
mente kann aber zu einer dramatischen Verstarkung vonugséehlern fuhren. Gewodhn-
lich trifft man daher die Wahl vonﬁ’}? durch

Spaltenpivotsuche: Wahlek < r < n mit |a(k)| = max |a(k)|.
rk k<i<n ik

Hierbei sollten die Zeilen vor "equilibriert” sein, also ihre Normen dieselbe GroRenrord
nung haben.

Beispiel 4.2.1Betrachte das Beispiel

1 2 -1 2
2 =2 4 ]x= 10
2 1 =2 -2
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Dies liefert
1 2 -1] 2 . 2 -2 4] 10
2 -2 4]10 PRy 12 -1 2
2 1 —2|-2 2 1 —2|-2

—(1/2)-Zeilel /2 -2 4| 10
0 3 —3| =3

Elimination
—

—(_1 )-Zeile1 \ 0 3 —6]-12
~~
=l31
Spaltenpivotsuche+Eliminati o N
Paenplvosige imination | zeile 2 0 3 —3|—-3

=l32

4.2.3 Praktische Implementierung des Gaul3-Verfahrens

Bei der Realisierung auf einem Rechner speichert man in dgelRauch die verwende-
ten Multiplikatorenl;,. Wir werden sehen, dass das Gaul3sche Eliminationsvenfdiaren
"gratis” eine Dreieckszerlegung (odéR?-Zerlegung) vonA der Form

(4.6) LR =PA

liefert. Hierbei istkR € R™™ eine obere Dreiecksmatrix (4.4), € R™" eine untere Drei-
ecksmatrix der Form

1 0
l21 1

(47) L = I31 39 1 7
lnl e ln,n—l 1

und P einePermutationsmatrixdie lediglich die Zeilen vom permutiert.

Wir erhalten die folgende Implementierung des Gaul3-Veeiad mit Spaltenpivotsuche:

Algorithmus 1 Gaul3sches Eliminationsverfahren mit Spaltepivotsuche
Setzg AWM b)) = (A, b) und L) = 0 € R™™,
Furk=1,2,...,n—1:

1. Spaltenpivotsuche:Bestimme: < r < n mit

()] _ (k)
|z | = max Jag’|.
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Falls aff,? = 0: STOP,A ist singubhr.
Vertausche die Zeilenundk von (A®) 5*)) und vonL*). Das Ergebnis sei formal
mit (A% p(*)), L) bezeichnet.
_(k)
2. Elimination: Subtrahiereiir : = k£ + 1,...,n dasl;,-fache,l;, = % der k-ten
Ak

Zeile von(A®  b*)) von deri-ten Zeile undiige die Multiplikatoreri;;, in L*) ein.
Das Ergebnis sei formal mitd<+1 p(-+1)) und L*+1) pezeichnet.
Im Detail: Initialisiere (A*®+1D p+1)y .= (A®) p®)y — [E+1) .= [k),
Fiuri=k+1,....n

(k)

l aik
ik — ()
(k)
Qg
b =5 — 10
aE,’jH =0,
(k+1) . -
L. =l (Multiplikator speichern).
Farj=%k+1,....n
al(;§+1) _ agf) _ lzkd](;j)

Ergebnis: R := A™, ¢ :=b™, L := I + L™ mit der Einheitsmatrix € R™".

Bei elner Implementierung auf dem Rechner kann man fur pmcﬂaerung allert®) | pk),
A® p*) die Felder verwenden, in dengrundb gespeichert waret.*) kann man anstelle
der enstehenden Nullen im strikten unteren Dreieck platzsp speichern.

Bemerkung: Der Rechenaufwand isf’ /3 — n/3 an elementaren Rechenoperationen, falls
nicht zusatzlich eine spezielle Besetztheitsstruktuliegt. O

Vollstandige Pivotsuche

Anstelle der Spaltenpivotsuche kann man augclistandige Pivotsucheéurchfiihren, bei
der man die Pivotsuche nicht auf die erste Spalte beschr@ahritt 1 in Algorithmus 1 ist
dann wie folgt zu modifizieren:

Algorithmus 2 Gaul3sches Eliminationsverfahren mit vollséndiger PivotsucheAlgo-
rithmus 1 mit folgender Modifikation von Schritt 1:

1.” Vollstandige PivotsucheBestimmeé: < r < n, k < s < n mit

1a®] = max |a |
k<i,j<n
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Falls a!¥) = 0: STOP,A ist singuér.

Vertausche die Zeilenund sowie die Spaltenundk von(A®, 5*)) und vonL®.
Das Ergebnis sei formal mitA®) 5*)), L) bezeichnet.

Achtung: Bei jeder Spaltenvertauschung missen die Komponenten:\amtsprechend
umnumeriert werden, d.h. nach Losen von (4.3) miussen diegonenten des Ergebnis-
vektorsx zuriickgetauscht werden.

In der Regel wird vollstandige Pivotsuche nur bei "fastgsilaren” Matrizen angewandt,
um den Rundungsfehlerinflu® minimal zu halten.

4.2.4 Gewinnung einer Dreieckszerlegung

Wir zeigen nun, dass das Gaul3sche Eliminationsverfahrespailtenpivotsuche (Algo-
rithmus 1) eine Dreieckszerlegung (odeR-Zerlegung) vonA der Form

(4.6) LR =PA

liefert. Hierbei istkR € R™" bzw. . € R™" die von Algorithmus 1 gelieferte obere Drei-
ecksmatrix der Form (4.4) bzw. untere Dreiecksmatrix dent@.7) undP ist einePer-
mutationsmatriXur die durchgefuhrten Zeilenvertauschungen.

Das Gaul3sche Eliminationsverfahren mit vollstandigeo®Buche (Algorithmus 2) liefert
eine Dreieckszerlegung

wobei P bzw. () Permutationsmatrizen fir die durchgefuhrten Zeilerw.l&paltenvertau-
schungen sind.

Wir betrachten im Folgenden nur die Spaltenpivotsuche gemalie vollstandige Pivotsu-
che kann ahnlich behandelt werden.

Bemerkung: Eine Dreieckszerlegung (4.6) oder (4.8) ist sehr nuitzikednn man (4.1) fur
mehrere rechte Seiten losen will. Tatsachlich gilt

Ar=b <<= PAQy=Pb, x1=Qy <= L Ry = Pb, z=Qy,
7
wobei(@ = I bei Spaltenpivotsuche. Man erhalt nuwlurch folgende Schritte:
Vorw arts-Ruckwartssubstitution fur Dreieckszerlegung:
LoseLz = Pbnachz durch Vorwartssubstitution gemaf Satz 4.2.1.

Lose Ry = z nachy durch Ruckwartssubstitution gemal Satz 4.2.1.
Losung:z = Qy.
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Liegt also die Dreieckszerlegung vor, dann kann (4.1) édejrechte Seite i®(n?) Ope-
rationen berechnet werden.

Wir Uiberlegen uns nun, dass das Gaul3sche Eliminatioméwerf mit Spaltenpivotsuche
eine Dreieckszerlegung (4.6) liefert. Die vollstandigeoBsuche kann analog untersucht
werden.

Matrixdarstellung der Eliminationsschritte

Wir betrachten das Gauf3sche Eliminationsverfahren mitt@paivotsuche (Algorithmus
1). Formal laRt sich detbergang(A® b*)) — (AR pk)) — (AK+D pk+1)) durch
Multiplikation mit Matrizen darstellen. Tatsachlich gil

(A® p®)y = P (AR p®))  (Zeilenvertauschung)
(ARHD p+1y = 1 (A®) p®) = L, (AR p*))  (Elimination)

mit derelementaren Permutationsmatf{dertausche Zeilé undr der Einheitsmatrix)

1
1
k — 0 1
1
(4.9) P, =
1
r— 1 0
1
und derelementaren Eliminationsmatrix
1 0
1
(4.10) Ly =
g1 1
0 )

—lnk 0 1
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Man pruft leicht, das$,, L, invertierbar sind mit

1 0
1
-1 _ -1 __
(4.11) Pl=P, L;'= hors 1
0 .
Lk 0 1

Sei nun die Ausgangsmatrix = A" invertierbar. Dann ist also nach jedem Schritt (Pivot-
suche + Elimination) das Ergebmig+?) = L, P, A®) wieder invertierbar und wir erhalten,
wie wir uns schon uberlegt haben, die Struktur

im0 Tk | Tin c1
0
(4.12) (A%FD pE+DY = 1, p (AR k) = Tgk . Thn| Gk
Do AGHD pe+1)
0

Nach dem — 1 Schritten des Gauf3schen Algorithmus erhalten wir somit
R=A" =L, P, L PA.
Multiplikation mit
(LnaPyy---LiP) =PI P LY

ergibt wegen?, ! = P,
A=PL{'---P, L, R

Sind im Eliminationsverfahren keine Zeilenvertauschumigétig, dann erhalten wir
A=L{'"-- L'\ R=:LR.

und man rechnet mit (4.11) leicht nach, dass gilt

1 0
Iy 1

L=Li' L7t = lsn Iz 1 =1+L"W.
lnl e ln,n—l 1

Mit den vom Gaul3-Verfahren gelieferten Matrizrund R gilt also ohne Pivotsuche
A=LR.
Allgemein gilt der folgende Satz.
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Satz 4.2.2Es seiA € R™" nichtsinguér. Dann gilt:

i) Das Gauf3sche Eliminationsverfahren aus Algorithmugfelit eine untere Dreiecks-
matrix L der Form(4.7) und eine obere Dreiecksmatrix mit

LR = PA.

HierbeiistP = P,_; - - - P, eine Permutationsmatrix, wobei jeweifs die Permuta-
tionsmatrix tir die Zeilenvertauschung ikten Schritt ist.

i) Algorithmus 2 liefert eine Dreieckszerlegung
LR = PAQ
Hierbei ist P wie eben und) = @, - - - Q,,_1, wobei jeweils),. die Permutationsma-
trix fur die Spaltenvertauschung ikaten Schritt ist.
Beweis Finden keine Zeilenvertauschungen statt, dann habenie&vBehauptung bereits
gezeigt.

Fur Interessierte: Der allgemeine Fall ist etwas technisch. Setze= L, — I. Man prift
leicht die Gultigkeit der Formel

Li'P,=P(PCy,+ 1), i>k.
Dies ergibt
PlLl_l . 'Pn—lLr_Lil =P - 'Pn_1(Pn_1 PO+ I) s (Pn_lCn_Q + I)Lr_il = P_IL,

wobei die Faktoren 3
Ly=PFP, - PO+ 1

ausL,;1 durch Permutation der Eintragg entstehen, die sich aus den nachfolgenden Pivot-
schritten ergeben. Dieselben Eintrdgeverden vom GauR-Verfahren if**! eingetragen
und bis zum Ergebnis™ genauso vertauscht.

Algorithmus 2 ist nichts anderes als Algorithmus 1 angewéadf AQ. O

Es gibt einige wichtige Teilklassen von Matrizen, bei denahdie Pivotsuche verzichtet
werden kann:
Matrizenklassen, die keine Pivotsuche erfordern

e A= AT ist symmetrisch posititv definit, also
vTAr >0 VaeR™\{0}.

Wir gehen hierauf noch ein.
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e A ist strikt diagonaldominant, d.h.

|aii\ >Z‘CLU|7 1=1,...,n,
j=1
Ji
sieheUbung.
e Aist M-Matrix, d.h. es gilt

a; >0, 1=1,...,n,
aij S O, ) #]
D (A - D), D =diag(ai,...,a,,) hatlauter Eigenwerte vom Betrag1.

Nach Satz 4.2.2 gibt es fur eine invertierbare Mattiknmer eine Permutationsmatrix,

so dass eine Dreieckszerlegung
LR =PA

mit L, R der Form (4.7), (4.4) existiert. Tatsachlich sihdR eindeutig bestimmt:
Satz 4.2.3SeiA € R™" invertierbar und selP € R™" eine Permutationsmatrix, so dass

eine Dreieckszerlegun@.6) mit L, R der Form(4.7), (4.4) existiert. Dann sind. und R
eindeutig bestimmt.

Beweis Fur Interessierte: Die BeziehungL R = B liefert die folgendem? Gleichungen
fur dien? unbekannten Eintrage ib und R

min(%,5

)
bij = Z likrkja (lii = 1)-
k=1

Hieraus lassen sidl, undr;; zum Beispiel in folgender Reihenfolge berechnen:

1
3 ]
5




