Kapitel 3

Numerische Integration

In diesem Kapitel stellen wir einige wichtige Verfahren m@herungsweisen Berechnung
bestimmter Integral#j f(zx) dzx vor.

Integrationsaufgabe:

Zu gegebenem integrierbarefn [a, b] — R berechne

1= [ s

Schon fir relativ einfache Funktionen lal3t sich die Stdumktion nicht analytisch ange-
ben, etwaﬁ% unde—=". Man ist dann auf numerische Integrationsverfahren areg=mni.

Wichtige numerische Integrationsverfahren beruhen dafamit Hilfe einiger Stiitzpunkte
(@i, f(;)), z; € [a, b] durch ein Polynom,, zu interpolieren und dann dieses zu integrieren.
Diese Vorgehensweise liefert die Integralapproximation

I,(z) = /abpn(a:) dx

und wird alsinterpolatorische Quadratubezeichnet.

3.1 Newton-Cotes-Quadratur

3.1.1 Geschlossene Newton-Cotes-Quadratur

Wir wahlen furn € N die aquidistanten Stutzstellen

b—a

r,=a+1th, i=0,...,n, mith=
n
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Dann lautet das Interpolationspolyngmin Lagrange-Darstellung

= Z f(SC@')Li,n(x>7 ”L - H = _—J::Cj
=0 = ’
7&

Wir erhalten nun die numerische Quadraturformel

L(f) = / d:c—Zf:cl/ in () da.

a

Mit der Substitution: = a + sh unds € [0, n] ergibt sich die

Geschlossene Newton-Cotes Formel:

L(f) = hZ ainf (),

: "yrSs—7J
(3.1 mit «o;, = / ds.
0 ]1_[ =]
J#i
Die Zahlenay ., . . ., v, heilRenGewichte Sie sindunablingigvon f und|a, b] und somit

tabellierbar. Es gilt stets

z”: hai, = b — a.
i=0

Definition 3.1.1 Eine Integrationsformel/(f) = >"" 5, f(z;) heiBtexakt vom Grad,
falls sie alle Polynome bis mindestens vom Guagkakt integriert.
Die geschlossene Newton-Cotes Formglf) ist nach Konstruktion exakt vom Grad

Es ist wichtig, eine Abschatzung fur den Fehler

En(f) = 1(f) — In(f)
zur Verfugung zu haben. Nach Korollar 2.1.3 gilt
fI(E)] nt1
_ <Y I
£() = @) < 5y =0

mit einemg € [a, b]. Dies ergibt mit einem (unter Umstanden andeigs)|a, b]

B TRl P
x)dx /pn )dx /|f x)| dx < CE —(b—a)"".

Eine verfeinerte Restgliedabschatzung ergibt sich dliagiorentwicklung. Dies liefert die
folgende Tabelle.
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n Qi FehlerE, (f) Name
f@©
11+ 2 f(4)(£)h3 Trapezregel
1 4 1 H
2 g g g 3 3]0(49(5)h5 Simpson-Rege
5
58 58 u] oy | vinores
4\ = 5 T 5 & h Milne-Regel

Furn > 7 treten leider negative Gewichte auf und die Formeln werdatucch zunehmend
numerisch instabil, da Ausldéschung auftritt.

3.1.2 Offene Newton-Cotes-Quadratur

Hier wahlen wir furn € NU {0} die in]a, b] liegenden aquidistanten Stutzstellen

b—a
n+2

x;=a+th, i=1,...,n+1, mit h=

Geht man vollig analog vor, dann erhalt man wiederum pakatorische Interpolationsfor-
meln, die

Offene Newton-Cotes Formel:

n+1 n+2 n+1
f):hzai,nf(xi)a / Z—j
=1

J#Z

Fur den Quadraturfehler ergeben sich ahnliche Formetniwigeschlossenen Fall:

nl|  ain FehlerE, (f) Name

0|2 283 | Rechteck-Regel
3 3 3f(2)

. g 54 8 28f(4) h35

2|3 —3 3 Lh

3.2 Die summierten Newton-Cotes-Formeln

Die Newton-Cotes-Formeln liefern nur genaue Ergebnisdange das Integrationsintervall
klein und die Zahl der Knoten nicht zu groR ist. Es bietet sigdder an, das Intervalt, 0]

in kleinere Intervalle zu zerlegen und auf diesen jeweilsaimer Newton-Cotes-Formel zu
arbeiten.

Wir zerlegen dazu das Intervadl, b] in m Teilintervalle der Langéd = =2, wenden die
Newton-Cotes-Formeln vom Gradeinzeln auf diese Teilintervalle an und summieren die
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Teilintegrale auf: Mit

b— H
N=m-n, H=""2 h==
m n
ri=a+1tht=0,...,N,
yi=a+jH,j=0,...,m
ergibt sich wegen
m—1 Yjt1
1=y [ fads
j=0 Yj
die
Summierte geschlossene Newton-Cotes-Formel
m—1 n
Sz(vn)(f) =h Qi f (Tjnti)-
j=0 =0

Die Gewichtex; ,, ergeben sich wieder aus (3.1). Der Quadraturfehler

RY(f)=1(f) = S (f)

ergibt sich durch Summation der Fehler auf den Teilintdewval

Satz 3.2.1Seif € C""%([a, b]). Dann existiert eine Zwischenstefle]a, b[ mit

C(n)f"+2(€)(b — a)h™*?  fur geradesn,

M)y —
Ry (f) = {C(n)f(”“)(f)(b —a)h™*t  fur ungerades.

Hierbei istC'(n) eine nur vom abhangige Konstante.

Wir geben noch die gebrauchlichsten summierten FormelQuadraturfehler an:

Summierte Trapezregel:(geschlossem = 1)

SO = 23 () + Fa)). x=at s

7=0
Fehler:RY(f) = —fl(;) (b—a)h®.
Summierte Simpson-Regel(geschlossem, = 2)
h m—1
Sz(\?)(f) =3 (f(z5) +4f(x2541) + f(w2512)), x5 =a+ jh.
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Fehler:RY(f) = —%(b —a)h?*

Summierte Rechteck-Regel(offen,n = 0,2m = N, h = b*T“)

SV =20 flazjon),  z;=a+ jh.
j=1

Fehler: RV (f) = fﬂég) (b— a)h?



