Kapitel 11

Multivariate Verteilungen und Summen
von Zufallsvariablen

Bisher hatten wir hauptsachlich unabhangige, idenéisehteilte Zufallsvariablex, . . ., X,
betrachtet, um Messreihen als Realisierungen von Zutlsvien zu modellieren.

Manchmal mochte man aber auch das Zusammenwirken meHlrdedisvariablenX,, . .., X,
untersuchen, die nicht unabhangig voneinander sind uBsverlaufe von Aktien). Wir
betrachten nun die gemeinsame Verteilung des Zufallsvekfo= (X,,...,X,)? und
beschaftigen uns auch mit der Frage, wie die Summe vonl|Zufaiablen verteilt ist.

11.1 Grundlegende Definitionen

Wir haben bereits die gemeinsame Verteilungsfunktion vafalsvariablenXy, . .., X,
kennengelernt. Wir bauen nun auf dieser Definition auf.

Definition 11.1.1 SeienXy, X, ..., X,, Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionédq, . . . , F,,.
Die gemeinsame Verteilungsfunktimon X, X5, ..., X, ist definiert durch

F(zy,...,2,) = P(Xqg <1, -+, X\, <), (21,...,2,) €ER".
Man nennt? auch die Verteilung des Zufallsvekto¥s= (X1, ..., X,,)T.
Eine Funktionf : R™ — [0, co) heildtgemeinsame Dichteon X, ..., X,,, wenn gilt

In X1
F(!E1,---,$n)=/ / f(s1,...,8)dsy...ds, Y (z1,...,2,) € R".

Der Vektor
p=(E(X1),....,B(X,)"
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heil3t (im Falle seiner Existenz) Erwartungswert(vekten X = (X, ..., X,,)’. Die Ma-
trix

Var(Xl) COV(Xl,XQ) - COV(Xl,Xn)
Cou Xy, X;) Var(X,) -+ CovUXy, X))
Cov X, X1) Var(X,,)
heilRt (im Falle ihrer ExistenZovarianzmatrion X = (X,..., X,)7.

Hierbei ist dieKovarianzzweier Zufallsvariabled;, X; definiert durch
Cov( X, X;) = E((X; — E(Xi))(X; — E(Xj;))),

sofern VatX;) < co,i=1,...,n.

Bemerkungen: X = (X1, ..., X,,)T habe die gemeinsame Dichtéz, ..., z,).

e Esqilt
Fi(z;)) = P(X; <) = /IZ /OO /OO f(s1,...,8n)dsy...ds;_1dsisy .. .ds, ds;.
=150 ’
und somit
E(X;) :/OO xif(xi)dxi:/oo /OO x; f(xy, ..., xy)dey ... dzy,
sowie
Cov(X;, X;) = /OO /OO (x; — E(X)))(z; — E(X))) f(x1,...,2n) doy . .. dxy,.

Offensichtlich ist Vat.X;) = Cov( X}, X;).

e Man zeigt leicht, dass
b1

bn,
P(a1§X1§bl,...,an§Xn§bn):/ f(s1,...,8,)dsy...dsy.

1

Beispiel: Die multivariate Normalverteilung

Die wichtigste multivariate Verteilung ist die multivareeNormalverteilungV,, (u, X): Sei
X =1+(Xy,...,X,)" ein Vektor von normalverteilten Zufallsvariablen mit Emangs-
werty = (E(X,),. .., E(X,))" und Kovarianzmatrix, dann besitzt die multivariate Nor-
malverteilung die Dichte

flz) = _ 1 lewmen g e

(27m)"/2\/det ’
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O

Im Fall von Unabhangigkeit ist die gemeinsame Dichte dasl&kt der Einzeldichten:

Satz 11.1.2SeienX,, ..., X,, unablangige Zufallsvariablen mit Dichtefy (1), . . ., fu(z4).
Dann hatX = (X,..., X,)? die gemeinsame Dichte

Hat umgekehrtX = (Xi,...,X,)T eine gemeinsame Dichte mit der Produktdarstellung

(11.1) dann sindX4, ..., X,, unablangig.

Definition 11.1.3 Zufallsvariablen X3, ..., X,, mit Var(X;) < oo, i = 1,...,n, heil3en
paarweise unkorreliertvenn gilt

CovX;, X;) =0 furallei# j.
Unabhangigkeit hat paarwiese Unkorreliertheit zur Folge

Satz 11.1.4SeienXy, ..., X,, unabléngige Zufallsvariablen mit VaX;) < oo,i =1,...,n.
Dann gilt
CovX,;, X;) =0 furallei#j.

Fur gemeinsam normalverteilte Zufallsvariablen sind bivéangigkeit und paarwiese Un-
korreliertheit sogar aquivalent.

Lemma1l.1.5X = (X,...,X,)T seiN,(u,X)-verteilt. Dann sindX1, ..., X,, genau
dann unabBngig, wenn sie paarwiese unkorreliert sind.

Beweis Wegen Satz 11.1.4 ist nur zu zeigen, dass aus paarweiserfghértheit die Un-
abhangigkeit folgt. Siny, . . ., X,, paarwiese unkorreliert, dann dilt= diag(c?, . ..,02)
und daher lautet die gemeinsame Dichte

1 1 Ty—1 1 _(@i—n)?
= ~3an) I ) =
)= N g - e i = T1) . folxn
/(@) (2m)"/2\/detS 2r)"2a, - ..o, fi(zy)-. o fu(zy)
mit 1
_l(zi*_#i)z
i\Li) = e 2 i
fil:) oV 2T

Also sind X4, ..., X,, unabhangig nach Satz 11.1.2.
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11.2 Verteilung der Summe von Zufallsvariablen
Seien X, X, unabhangige stetige Zufallsvariablen mit Dichtfriz,) und fa(z3). Wie
sieht die Dichte vonX; + X, aus? Wir benotigen die folgende Definition.
Definition 11.2.1 Falls fur die Funktionenf, g : R — R das Integral

Feaw) = [ il gty
fur alle z existiert, dann heil3f * g die Faltungvon f undg.
Dann gilt

Satz 11.2.2Seien X, X, unabltéangige stetige Zufallsvariablen mit Dichteh(z;) und
fa(z2). Dann hatX; + X, die Dichtef x g.

Damit lal3t sich zeigen:

Satz 11.2.3SeienX;, X,, ..., X, unabtéangige Zufallsvariablen, di&/(u;, 0?)-verteilt sind.
DannistX = X + Xy + ... + X,, N(u, o?)-verteilt mit

p=pn+pe+ .+, 0 =0i+05+... +o
Im Fall diskreter Zufallsvariablen gibt es analoge Aussage

Definition 11.2.4 Fur f = (f;)icz, 9 = (9:)icz ist die diskrete Faltung vorf und g defi-
niert durch
(f*9)i:=Y_ fisigs
JEZ

Analog zu Satz 11.2.3 gilt nun

Satz 11.2.5SeienX;, X, unablangige diskreteZ-wertige und setz¢y, = (P(X; =
))iezs fxo = (P(X2 = 1))iez. Dannistfx, + v, := (P(X; + X2 = 1)),ez gegeben durch

[xi+x, = fxy % [x
Als Anwendung erhalt man z.B.

Satz 11.2.6SeienX, X, unablangige Poisson-verteilte Zufallsvariablen mit Parameter
A bzw. 5. Dann istX; + X, Poisson-verteilt mit Parametey; + A\

Beispiel: Beim radioaktiven Zerfall einer Substanz werden ionigideeTeilchen frei. Mit
einem Geiger-Muller-Zahlrohr zahlt man die innerhalbeg Minute eintreffenden Teil-
chen. Deren Anzahl ist Poisson-verteilt. Hat man zwei raklive Substanzen mit Poisson-
Verteilungen zu Parametemy und \;, so geniigt die Gesamtheit der pro Zeitintervall pro-
duzierten Teilchen einer Poisson-Verteilungen zum Pa@me + ..



