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Kapitel 1

EinflUhrung

Viele Problemstellungen aus den Ingenieur- und Naturwisseaften lassen sich durch ma-
thematische Modelle beschreiben, in denaofly lineare oder nichtlineare Gleichungssy-
steme, Integrale, Eigenwertprobleme, géwliche oder partielle Differentialgleichungen
auftreten. In nahezu allen praxisrelevantetilén a3t das mathematische Modell keine
analytische bBsung zu. Vielmehr muss diedsung durch geeignete Verfahren auf einem
Rechner aherungsweise bestimmt werden. Hierbei ist es wichtigs dias verwendete
Verfahren robust, genau undoglichst schnell ist. Die Entwicklung derartiger Verfahre
ist Gegenstand der Numerischen Mathematik, einem inzeisskehr bedeutenden Gebiet
der Angewandten Mathematik. Die Numerische Mathematiwiekelt effiziente rechner-
gestitzte Verfahren zur isung mathematischer Problemstellungen, unter andeneobee
genannten. Die Vorlesung gibt eine Hihfung in die numerische Behandlung der folgen-
den Problemstellungen

e Interpolation

Lineare Gleichungssysteme

Nichtlineare Gleichungssysteme

Eigenwertprobleme

Numerische Integration

Anfangswertproblemeiir gewdhnliche Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen (gegebenenfalls gamz)



Kapitel 2

Interpolation

Haufig liegen von einem funktionalen Zusammenhang f(z), f : [a,b] — R nur eine
begrenzte Zahl von Wertepy = f(z;), i = 0,...,n, vor, man nibchte jedochf(z) fur
beliebigesr € [a, b] naherungsweise berechnen, plotten, etc.. Dibstfauf das

Interpolationsproblem: Suche eine einfache Ersatzfunkti®z) mit
(I)(.Tl):yz, ’LZO,,TL

Wunsch: Der Fehlerf(z) — ®(x) sollte auf|a, b] klein sein.

Beispiele:

1. Die Funktionf(z) ist aufwandig zu berechnen (z.Bin(x), exp(z), In(z), ['(x), etc.)
und es sind nur die Wertg = f(z;),7 =0, ...,n, bekannt.
Gesucht: Genaue Approximatior®(z) fur f(z), oder®’(z) fur f'(x).

2. Ein Experiment (oder eine numerische Berechnung) bestlemen unbekannten
funktionalen Zusammenhang = f(z) und liefert zu Eingangsparametern die
Wertey;.

Gesucht: Gutes Modellb(x) fur das unbekannté(x).

3. Ein digitales Audiosignal (CD, MP3-Player, DVD, ...) k&t zum Zeitpunkt;, i =
0,...,n,die Amplitudey;.
Gesucht: Wie sieht das zugéirige analoge Audiosignal(t) aus?

4. Ein digitales Audiosignalt;, y;), i = 0,...,n, zur Abtastrate 44,1 kHz (CD) soll
umgesampelt werden auf die Abtastrate 48 kHz (DAT, DVD-ide
Gesucht: (¢;, y(t;)) fur die 48 kHz-Abtastzeitety.

5. 2D-Beispiel: Durch Datenpunkte:;, v;, z;) soll eine glatte Fiche(z, y, z(x,y)) ge-
legt werden (CAD, Computergrafik, Laserscanner, etc.).

3
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Formale Aufgabenstellung

Gegeben sei eine Ansatzfunktidz; ao, . . ., a,), € R, die von Parametery, . . ., a, €
R abhangt. In diesem Kapitel besaftigen wir uns mit der folgenden

Interpolationsaufgabe: Zu gegebenen Paaren
(i,y:), i=0,...,n Mitz,,y; €R, x; #z;furi#j

sollen die Parameter,, . .., a,, SO bestimmt werden, dass die Interpolationsbedingungen
gelten
q)(xi;a()a"'yan):yi, Z:O,7TL

Die Paargx;, y;) werden alsStitzpunktebezeichnet.

2.1 Polynominterpolation

Sehr verbreitet ist die Polynominterpolation. Hier verdetman als Ansatzfunktion Poly-
nome vom Grad n, also

pn(x) = ®(z500,...,0,) = ag+ a1z + ... + az”.

Die Interpolationsaufgabe lautet dann: Finde ein Polyngin) vom Grad< n, das die
Interpolationsbedingungen étit

(2.1) pol(i) =y, 1=0,...,n.

Naiver LosungsansatzEin naheliegender, aber in der Praxis untauglicher Ansatol-
gender: (2.1) liefert die + 1 linearen Gleichungen

a0+xia1—l—$?a2+...+x?an:yi, 1=20,...,n,
fur dien + 1 Koeffizientenay, . . ., a,,. In Matrixform lautet das Gleichungssystem
1 xg :Eg -xy o Yo
1 2 n ai Y1
Ty x] - Ty
(2.2) S . az | =| ¥2
1z, 22 - a" :
aTL yn

Grinde fur Unbrauchbarkeit des Verfahrens:

e Das Aufbsen des Gleichungssystems (2.2) istéhit®) elementaren Rechenopera-
tionen im Vergleich zu den nachfolgendéxin?)-Verfahren sehr teuer.
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¢ Die Koeffizientenmatrix in (2.2) (Vandermonde-Matrix) zstar invertierbar, abetif
groReren extrem schlecht konditioniefDaher kann das Gleichungssystem (2.2) auf
einem Computer nicht genau gst werden, da Rundungsfehler wegen der schlechten
Kondition dramatisch veratkt werden (siehe Kapitel 3).

2.1.1 Interpolationsformel von Lagrange

Als numerisch stabile und effizienté&tung der Interpolationsaufgabe bietet sich folgendes
Vorgehen an: Wir betrachten das

Lagrangesche Interpolationspolynom

€T — Ty

::]:

2.3 n(T) = Ly, it L
(2.3) Pn() Zyk k() MO k . xk—xj
J7#k

Die Lagrange-Polynome sind gerade so gkity dass gilt

1 fallsk =1
L n\Li) = ' = (5 3.
b (w:) {O sonst. ¥

0i; ist das Kronecker-Symbap,, in (2.3) eriillt die Interpolationsbedingungen (2.1), denn

L0 n und L3 . n=5, quidistante Stiitzstellen auf [0,1]

15

05

-1

I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 2.1:L, 5 und Ls ; fur aquidistante $itzstellen aufo, 1].

Z yk:Lkn xz Zykékz = Yi-

Tatsachlich ist dies die einzigedsung der Interpolatlonsaufgabe:
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Satz 2.1.1Es gibt genau ein Polynom, (z) vom Grad< n, das die Interpolationsbedin-
gungen(2.1) erfullt, namlich (2.3).

Beweis Das Polynom (2.3) hat Grad »n und erfillt (2.1). Gabe es eine weiteredsung
pn(z), dannistp, (z) — p,(x) ein Polynom vom Grael n mit n + 1 verschiedenen Null-
stellenzg, ..., z,, muss also identischsein. O

Bemerkung: (2.3) zeigt, dasg,, linear vony, abrangt.O

Die Darstellung (2.3) von Lagrange isirftheoretische Zwecke sehiitalich und wird auch
in der Praxis oft angewendet.

\orteile:

e Der Rechenaufwand bémt:
Koeffizientenberechnung (Nenner in (2.3))n?)
Auswertung vorp,(z): O(n)

e Intuitive, bequeme Darstellung.

Beispiel: Polynominterpolant vory(xz) = sin(rz) auf [0,2] fur n = 5 und aquidistante
Stitzstellenz; = 2.

1.5 T T T 0.03

0.02

0.01

—0.01

—0.02

-1.5 L L : —0.03 L L 1
o 0.5 1 1.5 2 o] 0.5 1 1.5 2

Abbildung 2.2:sin(7x) undps(z) (gestrichelt) Fehletin(rx) — ps(x).

In der Praxis, insbesondere wenn die effiziente Hinzunaheieewer Siitzstellen naglich
sein soll, ist die folgendBlewtonsche Interpolationsformahgenehmer.
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2.1.2 Newtonsche Interpolationsformel

Wir wahlen als Ansatz dislewtonsche Darstellung
pa(®) =0 +71(x —20) +72(z —x0)(x — 1) + ... + V(@ — 20) (T — 1) -+ (T — Tp1).

Einsetzen in (2.1) liefert nun

Yo = Yo
Y1 —Y
Yo+m(r1r —20) =1 = N = - 0
Tr1 — X
Y2—Yy1 _ Yi—yYo
Yo + Y1(x2 — o) + Ya2(wa — X)) (T — 1) = Yo => o = F—0
Ty — To
Man bezeichnef,, . ..} := 7; als diei-tedividierte Differenzu den Stitzstellenz,, . . . , x;,

WObeif[xo} =% = Yo-

Allgemein berechnen sich die dividierten Differenzen zo 8&éitzstelleny;, . . ., x;4 Uber
die Rekursion

@4 k=1,...,n: j=0,...,n—k: fia TSI f[“’”'“’ﬂ.

Ljtk — Xj
Man ertalt das
Newtonsche Interpolationspolynom
(2.5) pn(x) =70+ Z%(SE —xo) (T —Tiz1)y Vi = Slwor ]

i=1

mit den dividierten Differenzerf,, .. ,; aus (2.4).

.....

Begriindung: Fur n = 0 ist die Darstellung klar. Sing,
iNxy,..., x4 bzw. z, ..., 2z; vom Grad< ¢, dann gilt

.....

(x — zo)p1,..iv1(x) + (ig1 — T)po,.. i ()

pz‘+1($) =

_ x;) (ZL’ _ xO) e (J; — xz) + Polynom vom Grad.
Tit1 — Lo ~ V( ) .
=q;(z

Dader erste Summandin, . . ., z; verschwindet, gily; () = p;(x) wegen (2.1). Vergleich
mit (2.5) liefert (2.4).0
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Wir erhalten aus (2.4) folgende Vorschrift zur Berechnungkaeeffizienteny; = fi,... .-
Berechnung der dividierten Differenzen:
Setzef[m =y, =0,...,n.

Berechneiirk =1,...,nundj =0,...,n — k:

f[zj f[$.7'+1 ----- Tipk] T f[mj ----- $j+k—1].

ey =
j+k] Tivk — T;

Wir erhalten also das Schema

Zo f[:]co] = Yo\,
f[xo,m]\
l'l f[ibl] = y1< f['xO»mlva]
f 4
[z1,22]N,
Lo | fioa) = v2”

\orteile:

e Der Rechenaufwand béuyt:
Berechnung der dividierten Differenzef(n?)
Auswertung vorp,(z): O(n)

e Hinzunahme einer neueniBzstelle erfordert nur die Berechnung verusatzlichen
dividierten Differenzen.

2.1.3 Fehlerabschtzungen
Nimmt man an, dass die 8zwerte von einer Funktiofi : [a, b] — R heritihren, also

i = flxy), i=0,...,n,

dann erhebt sich die Frage, wie gut das Interpolationspotym, auf [a, b] mit f Uberein-
stimmt. Es gilt der folgende Satz:

Satz 2.1.2Seif (n+1)-mal stetig differenzierbar, kurgz € C"([a, b]). Seienvy, ..., x, €
la, b] verschiedene Punkte und ggidas eindeutige Interpolationspolynom vom Grad
zu den Sitzwerten(z;, f(x;)), ¢ = 0,...,n. Dann existiert zu jedem € [a,b] €in¢, €
[a, b] mit

Fr(&)

(x — o) -+ (. — xp).
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Das Restglied der Interpolation hat also zwei Faktoren: Dgssannté&notenpolynom

n

w(z) = H(x — ;)

=0
und den Faktor’%. Durch Absclatzung beider Terme ergibt sich zum Beispiel fol-
gende Fehlerabsatzung.

Korollar 2.1.3 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.2 gilt

2o (@) = pnl@)] < 2l (n+1)! 2o wiz)] < sl (n+1)! b-a)

Achtung: Bei aquidistanter Wahl der 8tzpunkte, alsa; = a + ih, h = (b — a)/n, ist
nicht immer gevihrleistet, dass gilt

lim f(z) —pn(x) =0 furallez € [a,b].

Zum Beispiel ist dieslr () = 75 auf[a, b] = [-5, 5] der Fall.O

Als Ausweg kann man; als die sogTschebyscheff-Abszissgahlen, fir diemax, ) |w ()|
minimal wird: Wahl der

Tschebyscheffabszissen

b—a 29+ 1w +IH—a
= cos —
2 n+12 2 7

liefert den minimalen Wertifr max ¢, 4 |w()|, namlich

h— n+1
max |w(z)| = ( a) 27",

z€[a,b] 2

Beipiel: f(z) = % auf[a,b] = [-5,5]. Wie bereits enahnt, geht behquidistanten
Stitzstellen der Fehlef(x) — p,,(x) furn — oo nicht an allen Stellen € [a, b] gegerD.

Interpolant bei aquidistanten Stitzstellen:

2 2
Interpolant von f(x)=1/(1+x?), n=10, aquidistante Statzstellen Interpolant von f(x)=1/(1+x%), n=20, aquidistante Stiitzstellen
T T T T T T T T

2

P
)
—_
'

~05 L L L L L L L L L ~60
=5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 a 5 -5
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Interpolant bei Tschebyscheffstitzstellen:

—1/(142), n=
Interpolant von f(x)=1/(1+2), n=10, Tschebyscheffabszissen Interpolant von f(x)=1/(1+x?), n=20, Tschebyscheffabszissen
: ; ; ; : ; T T T T T T T

-02,
=5

Allgemein sollte man in der Praxis nichtsehr grof3 vithlen, sondern besseiiskweise in
kleinen Intervallen vorgehen, siehe 2.2.

2.1.4 Anwendungen der Polynominterpolation

Wir geben eine Auswahl von Anwendungém tlie Polynominterpolation an:

1. Approximation einer Funktion auf einem Intervall: Wir haben gesehen, dass hier-

zu nichtaquidistante Sitzstellen sondern die Tschbyscheffabszisserabéwerden
sollten.

2. Inverse Interpolation: Sei f : [a,b] — R bijektiv, also f'(z) # 0 auf [a, b]. Sind
dann(z;, y:), vi = f(z;), Stitzpunkte vonf, dann sindy;, z;) wegenz; = f~!(y;)
Stiitzpunkte &@r f~! und eine Approximation vorf~! kann durch Interpolation der
Stitzpunkte(y;, x;) gewonnen werden.

3. Numerische Integration: (Kapitel 3)
Zur naherungsweisen Berechnung des Integrals einer Funktiom hiam zudchst
ein Interpolatlonspolynom bestimmen, das anschlieRenfda&h integriert werden

kann/ f(x de/pn( ) dx.

4. Numerische Differentiation: Mit einem Interpolationspolynom,, von f istp/, eine
Approximation vonf’.

2.2 Spline-Interpolation

Bei der Polynominterpolation wird die Funktighauf dem Intervalla, b] durchein Poly-
nom vom Gradh interpoliert. Wir hatten festgestellt, dass grol3e Gerlaiigricht immer
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durch die Wahl vieler Sttzstellen sichergestellt werden kann.

Als Ausweg kann man gtkweise Interpolation verwenden. Hierbei zerlegt manAlzas
gangsintervalla, b] in kleine Teilintervalle und verwendet auf jedem Teilia ein inter-
polierendes Polynom fester Ordnung. An den Intervallgearsorgt man ddf, dass die Po-
lynomek-mal stetig differenzierbar ineinandébergehen, wobdi fest ist, und die Wellig-
keit des Interpolanten églichst klein ist. Dieses Konzeilfirt auf die Spline-Interpolation.

2.2.1 Grundlagen

Sei
A={r;:a=xy<11<...<2, =0}

eine Zerlegung des Intervalls, b]. Aus historischen Gmden nennt man die; Knoten

Definition 2.2.1 Eine Splinefunktion der Ordnung zur ZerlegungA ist eine Funktion
s : [a,b] — R mit folgenden Eigenschaften

e Esgilts € C'"!([a,b]), s ist also stetig und — 1-mal stetig differenzierbar.

e s stimmt auf jedem Intervalk;, z;,,] mit einem Polynom; vom Grad< [ uiberein.
Die Menge dieser Splinefunktionen bezeichnen wirdxit
Im Folgenden betrachten wir nur den Falk= 1 (lineare Splinesund! = 3 (kubische
Splines.

Wir wollen nun Splines zur Interpolation verwenden und &eltten folgende Aufgaben-
stellung:

Spline-Interpolation:

Zu einer Zerlegung\ = {z; : a=29 <11 < ... <z, =b} und Werteny; € R, i =
0,...,n bestimmes € S ,; mit

(2.7) s(z;)) =y, 1=0,...,n.

2.2.2 Interpolation mit linearen Splines

Ein linearer Spling € Sa ; ist stetig und auf jedem Intervdlt;, x; 1] ein Polynoms; vom
Grad< 1. Die Interpolationsbedingungen (2.7) erfordern daher;) = y;, s;(zi+1) = yit1
und legens; eindeutig fest zu

Tiy1 — T r — I

(2.8) s(z) = si(x) = yi + Yir1 Vo € [z xig].
Lit+1 — L4 Ti+1 — T4
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Definieren wir die "Dachfunktionen”

0 falls z < Ti—1,
T—xi_1

SOZ(:E) _ pr—— fallsx € [.Ti_l, l’i],
Tip1—
m fallsx € [[EZ‘, xi—l—l]!
0 falls v > Ljt1-

mit beliebigen Hilfsknoterr_; < a undz,, > b, dann erhalten wirifr s(x) auf[a, b] die
bequeme Darstellung

s(z) = Zyi%‘(x), r € [a,b].

Satz 2.2.2Zu einer Zerlegung\ = {z; : a =129 <x; <...<x, =b} von[a,b] und
Werteny;, : = 0, ..., n, existiert genau ein interpolierender linearer Spline.

Ferner gilt folgende Fehlerabsazaung.

Satz 2.2.3Seif € C?*([a,b]). Dann gilt ur jede Zerlegung\ = {z; ; a = zo < 71 <
. < z, = b} von|a,b] und den zugdirigen interpolierenden linearen Splinec Sa ;
von f
1 .
max |f(z) — s(z)| < = max |f"(z)|h? Mit A0 = max Tit1 = T

z€[a,b] = 8 z€fa,b] maw 1=0,...,n—

Beweis Auf jedem Intervalljx;, z;,4] ist s ein interpolierendes Polynom vom Grad1.
Daher gilt nach Satz 2.1.2

|f(z) — s(z)| = |f//2(‘£)’ (Tip1 — o) (v —25) < |f//2(l£)’ hzal“

mit einem¢ € [x;, x;,1]. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

Vo e [l’l’, xi+1]

2.2.3 Interpolation mit kubischen Splines
Kubische Splines sind zweimal stetig differenzierbar ausisgchen Polynomen zusammen-

gesetzt. Wir werden sehen, dass die Interpolation mit khieis Splines es gestattet, gege-
bene Punkte durch eine Funktion minimalefikimung zu interpolieren.

Berechnung kubischer Spline-Interpolanten

Ist s € Sas ein kubischer Spline, dann ist offensichtlich stetig und 8tkweise linear,
alsos” € Sa ;. Es bietet sich daher ag, durch Integration vor; zu bestimmen.
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SeienM; = s/(z;). Man nennt)/; Momente Dann gilt nach (2.8)

Tit1 — T )

Sgl(x) = Mz + —37 Mi—&-l‘
Ti+1 — Li Lit1 — Li
Zweifache Integration ergibt dann den Ansatz
1 [ (2541 —2)? T —x;)?
SZ(ZE) = — <( +1 ) Mz + ( ) Mi+1> + Ci(l‘ — J]Z) + dl
6\ Tit1—xy Tiy1 — T

mit Konstanteny;, d; € R. Wir berechnen; undd; aus den Bedingungen
Sz(fﬂ'z) = Yi, Si($z‘+1) = Yit1-
Mit
hi = xip1 — x
liefert dies

h? Yirr =¥ hi

di =Yy — EMZ" G = Hh—l - E(Mi-&-l — M;).
Einsetzen in die Gleichungef\z;) = s._,(x;) ergibt schliellich folgende Gleichungéir f
die Momentel/;:
hi1 hi—1 + h; h; Yit1 — Y% Y —Yi1 .

M+ =M+ M, = — L i=1,...,n—1.

6 T T3 Tt T hy !
Dies sindn — 1 Gleichungeniir n + 1 Unbekannte. Der Spline-Interpolant wird eindeutig
durch zwei zuétzlich Randbedingungen:

(2.9)

Wichtige Randbedingungen fir kubische Splines:

a) Natirliche Randbedingunges?(a) = s”(b) = 0, alsoMy = M,, =0
b) Hermite-Randbedingungesi(a) = f'(a), s'(b) = f'(b), also

hO hO Y1 — Yo / hn—l hn—l / Yn — Yn—1
200y + 220, = - SN AL = () — It
3 0o+ g I f(a), 3 + 6 1= f'(b)

Fur jeden der Blle a)-b) ergibt sich zusammen mit (2.9) eine eindeutigeung tir M, . .., M,,.

Fur a) und b) er&lt man ein strikt diagonaldominantes tridiagonales Glangssystem der
Form

Ko /\0 bg
ho  hothi  h1 Y2—Y1 __ Y1—Yo
6 3 6 M, ha ho
. . .. M, :
(210) hi—1  hij_1+h; hi : = Yit1—Yi  Yi—Yi—1
6 3 6 : hi hi—1
An by
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Fur a) kann man zum Beispié} = b, = Ao = A, = 0undpuy = p,, = 1 wahlen. Wegen
der strikten Diagonaldominanz ist nach dem Satz von Gergh@dkein Eigenwert und
daher ist die Koeffizientenmatrix invertierbar.

Minimaleigenschaften kubischer Splines

Es zeigt sich, dass der kubische Spline-Interpolant mit Raditigung a) oder b) unter allen
zweimal stetig differenzierbaren minimaleiknmung im folgenden Sinne hat:

Satz 2.2.4Gegeben sei eine beliebige Funktifne C?([a,b]) und eine Unterteilung\
von|[a, b]. Dann gilt fur den kubischen Spline-Interpolantere S 3 mit Randbedingungen
a) oder b)
b b b b
/ f(z)? dr = / s"(z)? dx —|—/ (f"(x) — §"(z))*dx > / s"(x)? d.

Beweis Siehe zum Beispiel [St94], [PIO0]2

Fehlerabsclatzung fur kubische Spline-Interpolation

Unter Verwendung der Tatsache, dass die Moma@iite= f"(z;) das Gleichungssystem
(2.10) aufO(h3 ) mit h,, = maxg<;<, h; erfullen und die Norm der Inversen der Ko-
effizientenmatrix in (2.10) von der Ordnui®y1/h,,;,,) iSt mit A, = ming<;<,, by, kann
man folgendes Resultat zeigen.

Satz 2.2.5Seif € C*([a,b]) mit f"(a) = f”(b) = 0. Dann gilt fir jede UnterteilungA
mit dem kubischen Spline-Interpolantes Sa 3 zu Randbedingungen a)

hmax
£@) = $(2)] < 7 sup D)

min £€(a,b]

2hmax —
— sup [fE) s, k=1,2.

maxz?
min  £€la,b)

[f9 (@) = s ()] <

Beweis Siehe zum Beispiel [PI00]0
Fur Hermite-Randbedingungeadst sich der Satz versffen:

Satz 2.2.6Seif € C*([a, b]). Dann gilt fur jede UnterteilungA mit dem kubischen Spline-
Interpolantens € Sa 3 zu Randbedingungen b)
)
f(z) = s(z)] < — sup |fW(¢ ht
£(0) = s(e)| < g7 sup |F(O)
2R 0z

[fO () = s ()] <
Prmin &€la,b]

sup |fY(E)|hpass k= 1,2,

max?
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Beweis Siehe zum Beispiel [DB02, PI00, TS90J
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