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1. Aufgabe (10 Punkte)

Betrachten Sie die folgenden komplexen quadratischen Matrizen.

A=











1 0 0 0
i 1 0 0
i 0 2 0
i 0 0 2











, B =
�

11 −2
3 4

�

,

C =











1 0 i 7
i 1 9 i
0 0 3 39
0 0 0 4











, D =







0 1 0
0 0 0
0 0 0






.

Bestimmen Sie jeweils die Jordansche Normalform.

Lösung:

(a) Da die Matrix untere Dreiecksgestalt hat, kann man unmittelbar ablesen, dass 1 und 2 die beiden einzigen Eigen-
werte sind, die beide mit algebraischer Vielfachheit 2 vorkommen. Da rank(A−E) = 3 und rank(A−2E) = 2, folgt,
dass die Jordansche Normalform von der Gestalt











1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2











ist (bis auf die Reihenfolge der Jordankästchen).

(b) Das charakteristische Polynom PB(t) = (11− t)(4− t)+6 von B hat die Nullstellen 5 und 10. Damit ist die Matrix
B diagonalisierbar und eine Jordansche Normalform ist diag(5, 10).

(c) Durch Entwickeln nach der zweiten Spalte erhält man sofort das Minimalpolynom PC(t) = (1− t)2(3− t)(4− t).
Aus rank(C − E) = 3, was man an der Gestalt der Matrix sofort abliest, folgt, dass es nur ein Jordankästchen zum
Eigenwert 1 gibt und eine Jordansche Normalform von C hat die Gestalt











1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4











(d) Die Matrix D liegt bereits in Jordanscher Normalform vor.

2. Aufgabe (10 Punkte)

Sei die reelle symmetrische Matrix

A=







1 2 1
2 0 2
1 2 1







gegeben. Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix Q ∈ O(3), so dass QT AQ Diagonalgestalt hat.

Lösung: Das charakteristische Polynom ergibt sich zu t3 − 2t2 − 8t, die Nullstellen sind 0,−2, 4. Um eine Matrix Q mit
den in der Aufgabe verlangten Eigenschaften zu bestimmen, berechnet man zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor und
normiert diesen jeweils auf Einheitslänge. Dies ergibt die Spalten von Q. Zum Eigenwert 0 erhält man

ker







1 2 1
2 0 2
1 2 1






= ker







1 2 1
2 0 2
1 2 1






= R ·







−1
0
1






.
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Zum Eigenwert −2 erhält man

ker







3 2 1
2 2 2
1 2 3






= ker







0 −4 −8
0 −2 −4
1 2 3






= R ·







1
−2
1






.

Zum Eigenwert 4 erhält man

ker







−3 2 1
2 −4 2
1 2 −3






= ker







0 8 −8
0 −8 8
1 2 −3






= R ·







1
1
1






.

Als Matrix Q kann man z.B.

Q :=











− 1
2

p
2 1

6

p
6 1

3

p
3

0 − 1
3

p
6 1

3

p
3

1
2

p
2 1

6

p
6 1

3

p
3











wählen.

3. Aufgabe (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass es sich bei der folgenden Quadrik im R2 um eine Ellipse handelt.

¨

�

x
y

�

∈ R2

�

�

�

�

3 x2 + 2 x y + 3 y2 = 1

«

.

Bestimmen Sie die Hauptachsen und skizzieren Sie die Quadrik.

Lösung: Man bestimmt zunächst die Eigenwerte der Matrix

A=
�

3 1
1 3

�

.

Es gilt PA(t) = (3− t)2 − 1, die Eigenwerte sind 2 und 4. Dies zeigt, dass es sich um eine Ellipse handelt. Wir berechnen
die Eigenräume von A.

ker
�

1 1
1 1

�

= R ·
�

−1
1

�

, ker
�

−1 1
1 −1

�

= R ·
�

1
1

�

Dies sind die Hauptachsen.

1

21
√

2

R

(

1

1

)

R

(

−1

1

)
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4. Aufgabe (10 Punkte)

Sei R4 mit dem Standardskalarprodukt versehen und sei U ⊂ R4 der von den Vektoren

u1 =











5
5
5
5











, u2 =











2
2
4
4











, u3 =











7
8
9
0











aufgespannte Untervektorraum. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U .

Lösung: Wir wenden das Gram-Schmidtsche Ortogonalisierungsverfahren an. Der erste Vektor muss lediglich auf Ein-
heitslänge normiert werden:

v1 :=
1

2











1
1
1
1











.

Für den zweiten Vektor erhält man:

ṽ2 := u2 − 〈v1, u2〉v1 =











2
2
4
4











− 3











1
1
1
1











=











−1
−1
1
1











sowie

v2 :=
ṽ2

‖ṽ2‖
=

1

2











−1
−1
1
1











.

Für den dritten Vektor erhält man:

ṽ3 := u3 − 〈v1, u3〉v1 − 〈v2, u3〉v2 =











7
8
9
0











− 6











1
1
1
1











+
3

2











−1
−1
1
1











=











−1/2
1/2
9/2
−9/2











.

und somit

v3 :=
ṽ3

‖ṽ3‖
=

2
p

12 + 12 + 92 + 92
ṽ3 =

1
p

41
ṽ3.
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5. Aufgabe (10 Punkte)

Sei Cn mit dem Standardskalarprodukt versehen und sei x ∈ Cn ein Vektor der Länge eins. Wir betrachten die Matrix

A= x x∗ ∈ Mn(C),

d.h. das Matrizenprodukt der beiden Vektoren

x =









x1
...

xn









und x∗ =
�

x̄1, . . . , x̄n
�

.

(a) Berechnen Sie Ax .

(b) Zeigen Sie, dass Av = 0 für alle v ∈ {x}⊥ gilt.

(c) Bestimmen Sie den Rang von A.

(d) Zeigen Sie, dass A diagonalisierbar ist.

(e) Bestimmen Sie alle Eigenwerte der linearen Abbildung

ϕ : Cn→ Cn, x 7→ Ax .

Lösung:
(a) Da x ein Einheitsvektor ist, gilt 1= 〈x , x〉= x∗x . Also gilt Ax = x x∗x = x . (b) Sei v ∈ {x}⊥. Dann folgt Av = x x∗v =
x · 〈x , v 〉 = 0. (c), (d), (e) Wir haben soeben gezeigt, dass A einen eindimensionalen Eigenraum zum Eigenwert 1 und
einen (n − 1)-dimensionalen Kern hat. Dies zeigt, dass der Rang von A gleich eins ist und dass A diagonalisierbar ist,
wobei die Eigenwerte nur 0 und 1 sind.

6. Aufgabe (10 Punkte)

(a) Geben Sie eine komplexe 7× 7-Matrix A mit folgenden Eigenschaften an:

A hat nur die beiden Eigenwerte 0 und 3, die Eigenräume zu beiden Eigenwerten sind eindimensional und es gilt
rank(A6) = 2.

Weisen Sie nach, dass die Matrix A durch diese Eigenschaften bis auf Konjugation mit einer Matrix X ∈ GL(n,C)
eindeutig festgelegt ist. 5P.

(b) Sei B eine komplexe 4× 4-Matrix, welche die Eigenwerte 7 und 9, aber keine weiteren, besitzt. Geben Sie alle
möglichen Jordanschen Normalformen an, die eine solche Matrix haben kann. 5P.

Lösung:

(a) Dass die Eigenräume zu beiden Eigenwerten jeweils eindimensional sind, bedeutet, dass eine Jordansche Normal-
form von A genau zwei Jordankästchen besitzt, zu jedem der beiden Eigenwerte eines. Es kommt also nur noch
darauf an, die Größe der beiden Jordankästchen zu bestimmen. Angenommen, des Jordankästchen zum Eigen-
wert 0 hat die Größe k und das zum Eigenwert 3 die Größe 7− k, wobei 1 ≤ k ≤ 6. Das Jordankästchen zum
Eigenwert 0 ist nilpotent und seine sechste Potenz ist gleich Null. Der Rang von A6 gibt also die Größe des Jordan-
kästchens zum Eigenwert 3 an. Wir haben gezeigt, dass die Jordansche Normalform von A folgende Gestalt haben
muss (bis auf die Reihenfolge der Jordankästchen):

A :=





















0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 0 0 3





















.
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Umgekehrt hat die obige Matrix die geforderten Eigenschaften. Es folgt, dass jede Matrix mit den in der Aufgabe
beschriebenen Eigenschaften zu A konjugiert ist.

(b) Bis auf die Reihenfolge der Jordankästchen erhält man:











7 0 0 0
0 7 0 0
0 0 7 0
0 0 0 9











,











7 1 0 0
0 7 0 0
0 0 7 0
0 0 0 9











,











7 1 0 0
0 7 1 0
0 0 7 0
0 0 0 9











,











7 0 0 0
0 7 0 0
0 0 9 0
0 0 0 9











,











7 1 0 0
0 7 0 0
0 0 9 0
0 0 0 9











,











7 0 0 0
0 7 0 0
0 0 9 1
0 0 0 9











,











7 1 0 0
0 7 0 0
0 0 9 1
0 0 0 9











,











7 0 0 0
0 9 0 0
0 0 9 0
0 0 0 9











,











7 0 0 0
0 9 1 0
0 0 9 0
0 0 0 9











,











7 0 0 0
0 9 1 0
0 0 9 1
0 0 0 9











.
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