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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Isolierte Singularitéiten)
Bestimme die Singularitdten der folgenden Funktionen. Dabei gebe man jeweils den Typ der

Singularitdt an:

1 —cosz 22

a) fi(z) = 5—; b) fz(Z):m; c) fg(z):cosé.

z

(Zum Typ der Singularitidten siche Seiten 186-187 im Buch.)
Lésung: Mit Hilfe der Laurent-Reihe errechnen wir, dass die Funktion
1 —cosz 1 z z 1 =z
he)=———=50-0-5+57+..))=

eine hebbare Singularitéit in 29 = 0 hat und wir knnen f(0) = 5 setzen.

Die Funktion ) ) 1
fg(z):cosgzl—ﬁ+@—...
hat eine wesentliche Singularitét, da es unendlich viele a_,, # 0 gibt.
Die Funktion fa(z) = % hat einen Pol der Ordnung 2 in z = *+ai.
Aufgabe G2 (Laurent-Reihen)

Entwickle die Funktion f(z) = »—5-—
(a) in eine Potenzreihe um zp = 0 und bestimme ihren Konvergenzradius.
(b) in eine Laurent-Reihe um zp = —1 fir z: 0 < |z 4+ 1] < 4.
(c) in eine Laurent-Reihe um zp = =2 fir z: 1 < |z 4+ 1] < 5.

Hinweis: Verwende die geometrische Reihe.

Lésung: Die Nullstellen des Nenners sind z; = 3, zo = —1. Die Partialbruchzerlegung fiir f(z)
ist dann:
z A B 3 1 1 1
1(z) 22—-22-3 2-3 z—|—1_12—3+12+1'
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(a) Die Funktion f(z) ist regulédr in C\ {3, —1} und nach dem Satz 19.1 in eine Potenzreihe um
zo = 0 zu entwickeln ist. Der grofite Kreis um 0, der die Punkte z; und zo nicht im Inneren
enthélt, hat den Radius 1. Der Konvergenzradius der Reihe ist also 7 = 1 nach Bem. (1).

1 11 1N, 2,
e e
k=0
1 oo
- S
z+1 prt
Daraus folgt, dass
3 .- 1 &
flz) = 7 Z +ZZ (—1)F
k=0 k=0
15N ky K
= I )2
k=0
(b) zp = —1 ist ein Pol der Ordnung 1. Es gilt
1 1 11 e~ 241, o (b 1) k
2—3_(z+1)—4__41_zzl__4k2_0( ) __;04 (417

Die Laurent-Reihe ist daher

2)=> 342G 414z + 1),
k=0

was noch mal bestétigt, dass —1 eine einfache Polstelle ist. Es gilt auch p; = 4 nach dem
Wurzelkriterium und p2 = 0.

(¢) Um f(z) um —2 in eine im gegebenen Ringbereich konvergente Laurent-Reihe zu entwickeln,
schreiben wir

1 1 1 1 1 i( Loy i< Loy
fry — . 1 pry Z pry v N

z+1 z+2-1 z+2 1—m Z+2k:0 pt
1 1 11 I 242, & k
z—3z(z+2)—5:_51—25+2:_5kzo( 5 ) :_1/5;05 (z42)

Die gesuchte Laurent-Reihe ist daher

f(z) = (=3/20) i 5Fz+2)F +1/4 i(z +2)7F

0 k=1

i

Mit Wurzelkriterium kann man priifen, dass p; = 5 und py = 1 ist.

Aufgabe G3 (Potenzreihen, Cauchy-Produkt)
Gegeben sei die Funktion f(z) = ¢**+7. Bestimme f(7)(0).
Hinweis: Entwickle die Funktion f(z) in eine Potenzreihe um 0. Verwende dabei die Cauchy-
Produkt-Formel auf Seite 131(31).
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Losung: Nach dem Satz 19.1 gilt f(7) (0) = ¢7 - 7!, wobei ¢; die Koeffizienten der Potenzreihe
f(2) =302, cxz® sind.

o0
e” = Zk— mit Konvergenzradius p = oo,
& k
2 = — mit K di =
e kz_: oy mit Konvergenzradius p = oo,
e = = Z Am 2™ Z b z™ chzk mit Konvergenzradius p = oo,
k=0
@ m = 2k gerade 1
Ay = 27 5 m = s
0, m ungerade m:
¢, = agbp +aibp_1+...+apbg, k=0,1,...
Daher gilt
Ll i1
A R T TR T
M M Y~ M~
ag-br ai-bg as-bs a3-by
11 1 11
RN AN
—— M Y~
a4-b3 as-ba ag-b1 a7-by

11 1 1
M) — L
f1(0) Mo+ et gt 3

= 146-7T+2-5-6-74+4-5-6-7=1303.
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Hausiibung

Fiir die Losung von Aufgaben aus dieser Hausiibung werden keine Punkte vergeben. Die Losung wird
im Rahmen einer Horsaaliibung vorgestellt.

Die ersten drei Aufgaben sind ausgewhlte Stichproben aus den geiibten Themen, die zur Wie-
derholung gedacht sich. Damit kannst du selbst kontrollieren, ob du mit dem gelernten Material
zurechtkommst.

Die letzte Aufgabe gehort zum Thema Residuensatz, der sehr wichtig fiir die Anwendungen ist.
Mit der Formel aus dem Residuensatz lassen sich einige reelle Integrale ausrechnen, die mit den
Methoden aus dem reellen Analysis nur schwer zugénglich waren. Fiir die Klausur ist dieses Thema
aber nicht relevant.

Aufgabe H1 (Vektoranalysis)
Sei @ : R? — R3 mit Definitionsbereich [0, 27| x [0, Z] definiert durch

®(u,v) = (cosu - cosv,sinu - cosv,sinv)’,

und sei F die durch ® parametrisierte Fliche. Der Weg Y : R — R3 beschreibe den Rand 0F der
Flache F. Weiterhin sei die Funktion
H:R>—R?
gegeben durch
H(z,y,2) = (y.a%, 2% + ).
(i) Skizzieren Sie die Fliche F.
(ii) Berechnen Sie
H.-dYy
oOF
unter Verwendung des Integralsatzes von Stokes.

(iii) Sei X : R — R? der Weg, der den Rand 0D(®) von D(®) beschreibt. Sei Y wie oben

definiert.
Berechnen Sie nun das Integral aus Teil (ii) als Wegintegral.

Losung:

(i) (ii) Der Stokesche Integralsatz lautet

/rotH-Nda: H-dY
F oF

Wir berechnen
rotH (z,y,z) = (2y, —2z,2z — 1)1

Einsetzen der Kugelkoordinaten liefert
rot H (u,v) = (2cosvsinu, —2coswcosu,2cosvcosu — 1)7

Der Normalenvektor der Flache berechnet sich iiber

P, x D,

N(u,v) = 70—
= ey ]
mit
Py (u,v) = (—sinu - cosv, cosu - cos v, 0)7
®,(u,v) = (—cosu - sinv, —sinu - sinv, cosv)’
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folgt

2 2

®, x ®, = (cos? v cos u, cos? vsin u, cos vsinu)’

und ||®, x ®,|| =coswv.
Wir berechnen
2r /2
/ rot H-Ndo = / / (2cosusinvcosv — sinv)dvdu
F o Jo
= 2.

(iii) Die Menge D ist ein Rechteck, welches durch vier Teilwege begrenzt wird.

X(t)= (07T,  te]lo,27]

Xo(t) = @2m )T,  te[o,7/2]
X3(t)=2n —t,7/2)T,  te]0,2n]
Xyt)=(0,7/2—-t)T,  teo,n/2

Y(t) = ®(X(t))  mit

Yi(t) = (cost,sint, 0)7, t € [0,2n]

Ya(t) = (cost,0,sint)”, te[0,7/2]

Y3(t) = (0,0,1)T,  te[0,2n]

Yi(t) = (cos (7/2 —t),0,sin (x/2 —t))T,  te€[0,7/2].

Es folgt

27 . /2 .
[y = [T o) i [ E0R0) - Vo
oOF 0 0

2w

. /2 .
[T HMW) Vst + / H(Yi(1)) - Ya(t)dt
0 0

27 2 w/2 /2
= / cos® tdt — / sin? tdt + / cos® tdt — / cos®(m/2 — t)dt
0 0 0 0

=7

Aufgabe H2 (Differentialgleichungen)
Wihlen Sie ein geeignetes Verfahren zur Losung folgender gegebener Differentialgleichungen:
a)
2, .2
y'(z) = u, >0
Ty
b)
Y+ 8xy® — dx(dax 4+ 1)y = —82° — 4a® + 1

Hinweis : hier lautet eine spezielle Losung u(z) = x.



15. Ubung Mathematik I11 fiir ETiT, WI(ET), IST, CE, LaB-ET, Sport-Wiss

c)
y" +6y" +9y = 3x +sinz
Losung:
a)
2 2
Y +x
y'(z) =
Ty
T
T Yy Yy x
Substituiere
 ylo)
o) = 1Y
=y = zx
= y’ = 22 +z
Einsetzen liefert
2 +z="tzexd ==

Trennung der Variablen liefert

/zdz:/ldm

x

& %ZQZIH‘JZ‘—FC

& z=/2(In|z| + O)
& y:x-\/Q(ln‘m}—l-C)

b) Es handelt sich um eine Riccatische Differentialgleichung der Form

/

Y =p(@)y +r(@)y* +q(@),
mit
p(z) =4zx(dz+1); r(z)=-8z; q(z)= —(82% + 42 — 1)
deren allgemeine Losung y = v(x) + u(z) lautet, wobei v(z) die Bernoullische DGL
v (z) = [p(x) + 2u(z)r(x)]v + r(z)v?

also
v = (1622 + 42 — 162%)v’ — 8xv? = 4av’ — 8xv?

l6st.

Die Bernoullische DGL ist von der Form

/

Y = p(x)y +r(x)y"

und geht mit der Substitution
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iiber in die lineare DGL
Mit
ergibt sich

Die homogene Differentialgleichung,
2, = —dxzy

kann man durch Trennung der Verédnderlichen

dz
>y
In Tz
1
—dz = —4xdx
z
In|z| = —22%+c¢
zn = 016_2902

l6sen. Die partikuldre Losung erhélt man durch Variation der Konstanten. Einsetzen der
partikuldren Losungsansitze

_ —2z2
z, = cie

/ 22

_ /! _—2x
zZ, = ce

2 _
—4xcre

in die inhomogene DGL ,
e % =8z

liefert durch Trennung der Verdnderlichen die Losung der Konstanten
c = 92e27” + cg,

die eingesetzt in den partikuldren Losungsansatz

—222
zp =2+ cze

und damit die Gesamtlosung ,
2(z) = ke ™ 42

liefert. Diese wird in die Bernoullische DGL mit y = 1/z zuriicksubstituiert (beachte y
Bernoulli entspricht v Riccati) also

1
y(z) =v(z) = k2% 1 9
und eine weitere Riicksubstitution y(z) = u(x) + v(z) liefert die Losung der Riccatischen
DGL
I
Y ke—2w? 42
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c¢) Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Das cha-
rakteristische Polynom der homogenen DGL lautet

p(A) = A3+ 677 + 9.
Die Nullstellen lauten A\; =0 und Ay/3 = —3. Daraus ergibt sich die homogene Losung
yp = c1 + coe 3T + 23737

Der Ansatz der rechten Seite unterteilt sich in zwei Rechnungen.

Esist yp1 = Axz+Bx+C und yp2 = D cosx+ E sin z. Einsetzen der Ansétze in die inhomogene
DGL liefert mit Koeffizientenvergleich die Lésungen
1 2 3 2

Yip = —éxQ — §x und  ypo = ~%0 sinx — %cosx.

Damit lautet die Gesamtlésungen

1, 2 3. 2
r — =¥ — —=<-SInNx — — COSXT.

y(x) = ¢ + cae 3% + c3w3 73 — 5 5 50 55

Aufgabe H3 (Laplace-Transformation)
Losen Sie das folgende Anfangswertproblem bestehend aus einem System erster Ordnung und den
Anfangswerten y;(0) = —1 und y2(0) = 0:

Y1+ y1 + 292 + 3y2
31 —y1 +4y2 + y2

Losung:
Zunichst wenden wir die Laplace-Transformation an:

sC{y1} — y1(0) + L{y1} + 2(sL{y2} — y2(0)) + 3L{y2} = L{e™ "}
3(sL{y1} —1(0)) — L{y1} + 4(sL{y2} — y2(0)) + L{y2} = L{0}

Fiir Y7 := L{y1} und Y3 := L{y2} schreibt sich das System wie folgt:

1
sY1+1+Y1+2sY5+3Ys =
s+ 1
3sY1+3—-Y, +4sYo +Y, = 0
bzw.
s
100 2s4+3)Ys = —
(s+1)Y] + (25 +3)Ys P
Bs—1)Y1+ (4s+1)Ys = -3
Die Losungen dieses Gleichungssystems lauten
—2s% — 145 — 9
v = (1)
2(s+2)(s—1)(s+1)
7s+3
Yo = . (2)

2(s+2)(s — 1)(s + 1)
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Fiir die Riicksubstitution miissen wir eine Partialbruchzerlegung durchfithren Die Ansétze lauten

A B G —2s% — 145 -9
s+2 s—1 s+1  (s+2)(s—1(s+1)
Ag i B2 + CQ i 7s+ 3
s+2 s—1 s+1  (s+2)(s—1(s+1)
und liefern
1 1 25 1 3 1 11 1 5 1 1

6s5+2 12s5s—1 4s+1 C6s+2  6s—1 s+1°

Die Riicksubstitution der Laplace-Transformierten liefert die Losungen des urspriinglichen DGL-

Systems
11 25 3 11
= —e et — St und Yo = —

5

—2t t —t
— — le™*.
G 126 1 + —e”" + le

¢ 6
Aufgabe H4 (Residuensatz)
(a) Berechne das Integral

1/22

e
—dz

/|z—i3/2 2241

mit Hilfe des Residuensatzes .

(b) Berechne das reelle Integral

Nehme dabei den Satz 20.2 zu Hilfe.

Losung:

(a) Im Gebiet D = {z € C :,|z —i| < 3} hat die Funktion zwei Singularititen: 2 = i — ein Pol
der Ordnung 1 und z = 0 — eine wesentliche Singularitit.

el/?? el
) = li i =lim(— & =&
res (i) = lan( /() = ) = (=G5~ ) =
22
Die Funktion f(z) = ZIQ/H hat die Laurent-Reihe im Entwicklungspunkt 0:
el/?’ 11 0 4 1 1

Deshalb gilt
resf(0) =c_1 =0.

Nach dem Residuensatz ist dann

/Z?
/ ¢ dz = 2mi(res f(i) + resf(0)) = g .
|z—1

<3 2241

(b) Da die Funktion f(x) = % gerade ist, gilt

1 “+o00 2
Y S
2 ) oo (2 +a?)?
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Betrachten wir die Funktion f(z) = (zﬁ#)g, die mit f(z) auf der reellen Achse iiberein-

stimmt. f(z) hat einen Pol der Ordnung 2 in z = ai.

d 2ai L
res (i) = lim, (e —ai)?) = Jim, =70 = g

Nach dem Satz 20.2 gilt

10



