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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Kurvenintegrale/Cauchysche Integralformel)

(a) Berechnen Sie folgende komplexe Kurvenintegrale mit Hilfe der Definition 17.1 bzw. der Sétze
18.1 und 18.2.

L [ zdz
ii. f|z72z'|=2 =dz
R R mdz
iv. 2=2 %dz
(b) Berechnen Sie das unter i. gegebene Integral mit Hilfe des Satzes 17.1.
Loésung;:

(a) 1. Mit Bemerkung (6) S. 163 und Def. 17.1 berechnet man

27 ) )
/ Zdz = / e itetdt = 2mi .
|z|=1 0

ii. Mit Bemerkung (6) S. 163 und Satz 18.1 berechnet man

1
1 (=+2) , 1 m
dZ:/ 7,:27”' . - = —.
/|\Z2’L'|=2 252 + 4 |Z*2’L’|=2 (Z — 22) 27/ + 27/ 2

iii. Analog berechnet man mit Satz 18.2

/ L / G omi -2 7

—_—az = _—_— = —,
‘Z72i|=2 (22 "‘ 4)2 ‘272“:2 (Z — 27/)2 1' (22 + 22)3 16
Und wiederum Satz 18.1 liefert

iv.
1

1 z—3) 1
/ 2dZ=/ C=3) g = i - — i,
|2|=2 # —2z—3 |2|=2 (Z—i—l) —1-3 2
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(b) Es ist
f(z):Z:\az:/+i(;£/l.

u v

Der Weg ldsst sich schreiben als

W : z(t) = cost+igint; tel0,2n].

NG
x y
Also ist u(z,y) = cost; wv(x,y)=—sint; &= —sint und ¢ = cost.

Wir berechnen

2 2
/ Zdz = / f(z)dz = / [cost(—sint)—(—sint) cost] dt+i / [(—sint)(—sint)+costcost]dt
z|=1 w 0 0

| =
21
/ zdz:i/ 1dt = 2mi.
|z]=1 0

Aufgabe G2 (Komplexe Wegintegrale/Berechnung durch eine Stammfunktion)
a) Es sei v ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg, welcher von 1 nach 7 fithrt. Berechnen
Sie f7 ze*dz
b) Es sei K = K; @& Ky @ K3 ein Weg in der komplexen Ebene. Dabei seien K; bzw. K3
Geradenstiicke von z; = 27 nach z9 = 37” +1% bzw. 23 = § +1i 5 nach 24 =i 5, und K> sei
ein Halbkreis um 25 = 7 + 4 5 vom Radius 7 .

Skizzieren Sie K und bestimmen Sie fK SN2z 00522 dz.

Losung:

a) Da F(z) = ze* —e” eine Stammfuntion zu ze® ist, folgt mit Bemerkung (17), S. 166 und Satz
17.2

/zezdz = F(z(im) — F(2(1)) = mie™ —e™ —le! + el = (mi = 1)(=1) =1 — 7i.

b) Es gilt

Deshalb gilt

sm22’z4 _ ( sinmi esin47r)

21

1
2
( sin(mi) ) ( ¢sinhm 1) .

/ 2% 0522dy =
K

N = DN =
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Aufgabe G3 (Komplexe Wegintegrale)
Wihlen Sie die jeweils geeignete Methode um folgende Aufgaben zu losen.

a) Berechnen Sie das komplexe Kurvenintegral der Funktion f : C — C mit f(z) = 22 + 1
entlang des Viertelkreises um 0, der die Punkte R und ¢R verbindet.

/ sinmz d
——dz
c(z2-1)2"7

wobei C' der positiv orientierte Rand des Dreiecks mit den Eckpunkten 0, 2+i, 2—1 ist.

b) Berechnen Sie das Kurvenintegral

Losung:

a) Mit Hilfe von Def. 17.1 l&sst sich das Wegintegral einfach berechnen.

Parametrisierung der Kurve:

T2, /2 A )
fiz = [ (@ 1) = [T 1) Ricta
0 0

S~

/2 ) )
= / (R3%e™™ + Rie™)dt = R* — R+ i(R> + R);
0

b) Mit Hilfe der Cauchyschen Integralformeln berechnen wir folgende Losung. Die Funktion
sinmz

(z=1)%(z+1)?

ist holomorph auf dem Dreieck aufler z = 1. Nach Satz 18.2 gilt

n! f(2) L ),
/c( dz = f" ().

2mi z — zp)"t1

Es ist .
sinmz
/ sinmz B / (z+1)2 p
c(@-12" Jo(z—1)?
Mit
sinmz , meosmz(z 4+ 1)% —2(z + 1) sin 7z
f(z) = ;o zo=1; n=1 und f'(2)=

(z+1)2° (z+1)4

folgt die Berechnung des Integrals

sinmz T T
_SWTE g9 '(—f):—i.
/0(22—1)2 ey 2
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Aufgabe G4 (Komplexe Wegintegrale/Partialbruchzerlegung)

Berechnen Sie das Kurvenintegral
/ cosh zdz
c(z+1)2%(z-1)"’

wobei C' eine positiv orientierte, doppelpunktfreie, geschlossene, stiickweise glatte Kurve ist, die
die Punkte z; = —1, 29 = 1 einmal umlauft.

Losung: Wir zerlegen das Integral mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung:

1 A B C

Cr1PG-1) 2-1 2411 Gt1p
A Bz+B+C  A(z+1)* 4 (Bz+B+C)(z—1)

TLoi T T e CESIEES
_Az2+2Az+A+Bz2+Bz+C’z—Bz—B—C
B (z+1)2(z—1)
_ Z*(A+B)+z22A+C)+A-B-C
B (z+1)%(z—1)

A+B=0 = =-B
2A+C=0 = C=-2A=2B
A-B-C = —-B-B-2B=1
1
—4B=1 = B=--
47
1 1
A= — _ .
4’ 2’
also
11 1 1 1 1
(z+1)2(z—-1) 4z-1 4241 2z+12

Damit ergibt sich

/ cosh zdz 1 / coshzdz 1 / coshzdz 1 / cosh z dz
c(z+1D2(z—-1)  4). z—1 4], z+1 27 ), (z4+1)2
= ™ oshz ~ T cosh 2 - ﬂ(cosh z)
2 z=1 2 z=—1 1' z=—1
= misinhl.



