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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Komplexe Funktionen)
Was ist die Bildmenge des Bereichs

A={zeC: (Rez)(Imz)>1), und Rez >0, Imz > 0}

unter der Abbildung z = 22 ?

Lésung: Wir bestimmen die Bildmenge von der Kurve xy = 1.

2 2

w=2z"=u+1iv, also u==z —y2,v:2xy.

Daraus schlieflen wir, dass das Bild von der Kurve xy = 1 die Kurve v = 2 ist. Nehmen wir jetzt
einen beliebigen Punkt in A, z.B. z = 2 +142, dann ist f(2+2i) = (2+2i)? = 4+ 8i — 4 = 8i, d.h.
die Bildmenge vom A ist {z € C': Im(z) > 2}.

Aufgabe G2 (Komplexe Funktionen)
Sei f(z) = 3(2+ 1), z € C/{0}.
a) Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil dieser Funktion.
b) Bestimmen Sie die Bildmenge des Kreises |z| = 1.

c) Bestimmen Sie alle Nullstellen der Funktion.

Loésung;:

a) Mit

erhalten wir

R R )}

Mit 2 = rcos ¢ und y = rsin ¢ sowie 2 + y? = r? ergeben sich die Real- und Imaginirteile

der Bildmenge
1 1 1 1Y\ .
u=_—|r+—-J)cosp, v=_-|r——|sine.
2 T 2 T
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b) Der in irgendeiner Richtung durchlaufene Kreis |z| = rp < 1 geht in die Kurve

1 1 1/1 .
u=—(ro+—J]cos, v=—-|——7r9]|SIey,
2 To 2 To

also in eine Ellipse mit den Halbachsen a = % (7“0 + %), b= % (% — 7‘0) iiber. Fiir rg — 1

geht diese Ellipse in die Strecke [—1, 1] der u-Achse iiber, fiir 79 — 0 wird sie unendlich gross.

1 1
():2<z—|—>—>z2:—10derz:\/—1—>z:ﬂ:i.
z

Aufgabe G3 (Differentiation komplexer Funktionen)
Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen

B 4+2241
-
fo(z) = Rez:%(z—ké),
folz) = Tmz= o (:2)

holomorph sind. Wenn ja, berechnen Sie die Ableitungen.

Losung: f; ist reguldr auf der Menge
M = {z€C:2+1+#0}=C/{e"/3; em;5m/3)

£z = (2° +1)(322 +2) — (2° + 22 +1)(32%) _ (2—42%)
1 (23 +1)2 (23 +1)2

f2 ist nicht reguldr. Die Funktion f(z) hat den Realteil u(z,y) = x und Imaginérteil v = 0. Die
Ableitungen lauten

ue(2,y) = 1, uy(z,y) = 0, v (2,y) = 0, vy(2,9y) = 0

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind nicht erfiillt.

Die analoge Rechnung ergibt fs ist ebenfalls nicht regulér.

Aufgabe G4 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen)
(a) Wir betrachten die Funktion

u:C =R, u(z,y):=22>—6xy’>+22—y*—y firz,ycR.

Bestimme alle Funktionen v: C — R derart, dass u 4 iv: C — C holomorph ist.

(b) Verfahre analog fiir u: C — R, u(x +iy) := 2® —y*> + e Ysinz — e Y cos z.

Losung: (a) Es sei v: C — R eine differenzierbare Funktion. Damit w4 v holomorph ist, miissen
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ov ou
v ou
%(x,y) = —@(x,y)=12xy+2y+1 (2)
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erfiillt sein, aufgrund derer v iibrigens stetig differenzierbar sein muss. Betrachten wir fiir festes x
die stetig differenzierbare Funktion y — v(x,y), so ist aufgrund des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung (1) genau dann erfiillt, wenn

Yo
v(z,y) =v(z,0) + 8—;@, t)dt = v(z,0) + 622y — 2y° + 22y .
0

Es muss also
v(z,y) = w(z) + 62y — 24> + 22y

gelten, wobei w(z) := v(x,0) stetig differenzierbar ist. Nun ist Gleichung (2) erfiillt genau dann,
wenn
w'(z) + 122y + 2y = 120y + 2y + 1 fiir alle 2,y € R.

Dies ist dquivalent zu w'(z) = 1 fiir alle z € R, also w(z) = x + C' mit einer Konstanten C € R.
Die moglichen Funktionen v sind also genau diejenigen der Gestalt

v(x,y) = x + 62’y — 2y° + 20y + C  fiir alle z,y € R,

wobei C' € R beliebig ist.

(b) Analog erhilt man in der Situation von (b)

v(z,y) =2zy —e Ycosx —e Ysinz + C.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Komplexe Funktionen)
(3 Punkte)
Sei die Abbildung z + sin(z) gegeben. Zeigen Sie, dass die Linien, die parallel zur realen Achse
sind, auf Ellipsen und dass die Linien, die parallel zur imagindren Achse sind, auf Hyperbeln ab-
gebildet werden. Skizzieren Sie diese Ellipsen und Hyperbeln.

Hinweis: sinz = sin(z + iy) = sinx cos(iy) + sin(iy) cosx
= sinx - coshy + isinhycosz,

Lésung: Nehmen wir an, dass y = yg konstant ist. Sei sin z = u + tv. Dann erhalten wir mit
u(zx, o) = sinz coshyp und v(zx,yg) = cos zsinhyy und sin? z + cos? z = 1 die Ellipse

2 2
U v
=1

cosh?yy  sinh?yy

—
N

v

sinh yg

cosh 1

B
-

Jetzt setzen wir = x. Aus cosh? y — sinh? y = 1 folgt die Hyperbel

u? v?
—— — 5— =1.
SN~ o COS“ X
'
v
— sin? z sin? z U
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Aufgabe H2 (Komplexe Differenzierbarkeit)
(4 Punkte)

Satz: Sei f(z + iy) = u(z,y) + iv(x,y) eine komplexe Funktion. Die Funktionen v und v seien
in einer Umgebung des Punktes (xg,yo) partiell differenzierbar, und die partiellen Ableitungen
seien im Punkt (xg.yp) stetig. Ausserdem seien die Cauchy-Riemannschen Dgln. im Punkt (z¢, yo)
erfiillt. Dann ist f im Punkt zg = x¢ 4 iyp komplex differenzierbar. Bestimmen Sie alle Punkte
in C, in denen die folgenden Funktionen von C nach C komplex differenzierbar sind:

firx+iy — wy+ivy

forx4iy —  ztyd +iady?
fa:x+iy — y’sinz+ iy
firx+iy — sin?(z+y) +icos’(z +y).

Loésung: Schreibe fp = ug + tvp mit ug, vip: C = R.

f1: Wir haben uy (z,y) = xy, vi(z,y) = xy. Die partiellen Ableitungen sind stetig und die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen verlangen

_Om on o _dmL du
y_azp_@y_’ _ay_ﬁx_y’

was lediglich fiir (z,y) = (0,0) gilt.

fo2: Die partiellen Ableitungen sind stetig und die erste der Cauchy-Riemannschen DGLn,

Ouy 1 Ovp

A3 — L ovz
vy Oz oy

= 4x3y?

ist stets erfiillt. Die zweite erfordert

3y =322 o 0=z + )

T oy Or
< =0 oder y=0.
f3: Die partiellen Ableitungen sind stetig und die Cauchy-Riemannschen DGLn erfordern

8U3 ! 81]3 . 8’LL3 | 81)3
i 3y un ysinz By o
Die erste Gleichung liefert i # 0, so dass zweitere sinx = 0 erfordert, also z € 7Z. Gehen wir mit
x = n7 in die erste Gleichung ein, so erhalten wir die Bedingung

P =1

y?cosx =

die nur fiir gerades n zu erfiillen ist, mit y = £1. Somit ist f3 in = + iy komplex differenzierbar
genau dann, wenn

(z,y) € 2rZ x {1,—1} = {(0,£1), (£2m, £1), ...}.
fa: Wir berechnen

0 0 0 0

% = al; = 2sin(x + y) cos(z + y) = —% = —(,%’.
Die partiellen Ableitungen sind stetig und die zweite der Cauchy-Riemannschen DGLn ist in jedem
Punkt (z,y) erfiillt, wihrend

dus
Ox

Ovs T
(x,y) = afy(w,y) ® ztye L.
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Aufgabe H3 (Integration komplexer Funktionen)
(3 Punkte)
Wir betrachten die Ellipse mit Mittelpunkt 0 und Halbachsen a > 0, b > 0. Sei y(t) der Weg, der
die obere Halfte der Ellipse von a nach —a durchlauft.
Berechnen Sie das Integral f7 Rezdz.

Loésung: Der Weg der die obere Hélfte der Ellipse beschreibt kann beschrieben werden durch
v(t) = acost +ibsint, te[0,7].
Mit Definition 17.1: [y, f(2)dz = [ f(2(t))#(t) dt und

1) ==2(t)  —  f(z(t) =Re(2(t)) = Re(y(t)) = acost und  2(t) = 4(¢)

/Rezdz = /acost-(—asint+ibcost)dt
ol 0

s ™
= / —a’sintcostdt + i ab/ cos® t dt
0 0

T ™1 2t
= —a2/ sint d(sint) —|—iab/ H%dt
0 0

™ ™

5 sin?t +iab n 1 < ot
— i
2 |, 2 4

=0 =0

(3 Punkte)

Aufgabe H4 (Cauchysche Integralformeln)
(3 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden Kurvenintegrale mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel:

2

e?
/26dz, i=1,2,3,
c, #°— 0z

a) Cp ={z(t) =2+¢€", t €[0,27]}
b) Cy = {2(t) =2 + 3¢, t € [0,27]}
c) O3 ={z(t) =2 +5e%, t €[0,27]}

Loésung:

22
a) Die Funktion _#— ist holomorph fiir {z : [z — 2| < 1}. Nach Satz 17.3 (Cauchyscher Inte-

22
gralsatz) ist [, 5= dz=0.

22—6z

b) Im Inneren von {z : |z — 2| < 3} liegt nur eine Nullstelle des Nenners z = 0.

Satz 18.1 (Cauchyscher Integralsatz) liefert

) _ o
o, 2_720 = 2mif(20)
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13. Ubung
Wir schreiben
e’ 6226
— 2
/Cz 22 — 6z _/02 z—0
22
so dass f(z) = £ und berechnen f(zg =0) = —¢.
Damit ergibt sich
/() = —271'1'1 = —ﬂ.
Cy 2 — 20 6 3

¢) Im Inneren von {z : |z — 2| < 5} liegen zwei Nullstellen des Nenners z = 0 und z = 6. In
1

diesem Fall betrachten wir zunéchst die Partialbruchzerlegung des Ausdrucks = .

1 A B Az+B(2—6) =z2(A+B)—-6B
2—6z  2-6 z z(z — 6) - z(z — 6)
= A+B=0=>A=-B
—6B=1=B=—4
A= L

1 1 1

262z 6 2—6

N | =

1
6
Jetzt konnen wir das Integral berechnen:

e 1 e 1 e
dz = = dz — = —d
/6322—62 ‘ 6/632—6 ‘ 6/03 Pl

1 .2 T
~ 56 o) = 5 - 1),




