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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Kurven)
Zeichne die in a) — ¢) gegebenen Kurven. Sind diese Kurven geschlossen, doppelpunktfrei, glatt
oder stiickweise glatt? Bei geschlossenen, doppelpunktfreien Kurven gebe man auch an, ob die
Kurve positiv oder negativ orientiert ist.

(a) K1 ={z1(t)=1+i+¢e tel0,3n]};

(b) Ky ={z2(t) = acost + ibsint, t € [0,27], {a,b} C RT};
(¢) Kz ={z(t) =t +ift], t € [-1,1]}
Losung:

(a) Der Weg z;(t) beschreibt die von 2+1 nach ¢ eineinhalbfach im Gegenuhrzeigersinn durchlau-
fene Kreislinie des Einheitskreises mit Mittelpunkt 1 4 ¢. Diese Kurve ist nicht geschlossen,
nicht doppelpunktfrei, glatt.
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(b) Der Weg z2(t) beschreibt die von a nach a durchlaufene Ellipse mit Mittelpunkt 0 und den
Halbachsen a > 0, b > 0. Die Kurve ist geschlossen, doppelpunktfrei, glatt und positiv
orientiert.
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(c) Der Weg z3(t) besteht aus zwei geraden Verbindungsstrecken. Die erste lduft von —1+4 nach
0, die zweite von 0 nach 1 + ¢. Die Kurve ist nicht geschlossen, doppelpunktfrei, stiickweise
glatt.
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Aufgabe G2 (Mengen)
Skizziere die folgenden Mengen M, C C, k = 1,2,3,4. Welche dieser Mengen sind zusam-
menhéngend, einfach zusammenhéngend, welche sind Gebiete?

(a) Mi={z: |z+1—1i| <1}

(b) My ={z: Re(z+2) >3}

(¢) Ms3={z: Re(z—2)<3}n{z: [z—2| > 1};
)

(d My = My U Mos;
Losung:
zusammenhéngend;
(a) : einfach zusammenhéngend;

nicht Gebiet, da M nicht offen ist;

AN

Z zusammenhéngend;
einfach zusammenhéingend;

zusammenhéngend;

.
Z
(c) 2 5 nicht einfach zusammenhéngend;
Z nicht Gebiet, da M3 nicht offen ist;
%

3

N\




12. Ubung Mathematik I11 fiir ETiT, WI(ET), IST, CE, LaB-ET, Sport-Wiss

nicht zusammenhéngend;
einfach zusammenhéingend;
nicht Gebiet;

Z

Aufgabe G3 (Folgen)
Uberpriife die Folgen {zn}52; C C auf Konvergenz. Was ist gegebenenfalls der Grenzwert?

(2) 20 = SHL +i(1+ )™
(b) zn = '™

Loésung;:
34+ L
(a) limy— o0 25, = limy, 00 11—"5 +i(1+ %)" =3+ i€
n4
(b) Die Folge z, = €™ = cosmn + isinmn = (—1)" konvergiert nicht, weil limsup,, ., 2z, = 1
und liminf,,_ 2z, = —1.

Aufgabe G4 (Reihen)
Untersuche die folgenden unendlichen Reihen auf Konvergenz:

00 54+3i)n
(a) anl ((;;Z))n
(b) Ynii(z + )

(c) Bestimme den Konvergenzradius fiir die Potenzreihe Y °° (6168i)k(z — i)k

n=1
Hinweis: a) Wurzelkriterium,
b) Priife die notwendige Konvergenz-Bedingung,
¢) Wurzelkriterium.
Losung:

(a) Wir untersuchen die Reihe "7, |“T1+ gfl‘n" .

15+ 3] -n Y 34 2.¢m 1

— < 1.
n—»oo ‘1 — Z|n n—>oo \/5
Nach Wurzelkriterium Band I/19.5 konvergiert diese Reihe.
(b) Wenn diese Reihe konvergiert, dann muss |z,| = |1 + §| fiir n — oo gegen 0 konvergieren.

Wenn n gerade ist, dann ist |z,| = |5 — 3| = 0.
Wenn n=2k+1,k=0,1,..., dann ist

1 L 1 1 1
Daher besitzt z, eine Teilfolge 29511, die nicht gegen 0 konvergiert, d.h. z, konvergiert nicht
gegen 0.
(c) Nach Wurzelkriterium konvergiert diese Potenzreihe fiir alle {z € C : |z —i| < 10}, weil
{lar] = /155 F = & und diviergiert fiir alle {z € C: [z —i| > 10}.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Kurven)
(141 Punkte)
Zeichne die in a), b) gegebenen Kurven. Sind diese Kurven geschlossen, doppelpunktfrei, glatt
oder stiickweise glatt?

(a) K1 ={21(t) = (tw —sin(tn)) + i(1 — cos(tm)), t € [0,4]} (Zykloide);
(b) Ko = {z2(t) = cost+isin2t, t € [0,27]} (Lemniskate).
Loésung;:

(a) K ist eine Zykloide, die aus 0 nach 47 lauft. Nicht geschlossen, doppelpunktfrei, stiickweise
glatt (da (:zs(t))2 + (y(t))2 = (1 —cost)? +sin’t =2 —2cost =0, t = 27).

(b) K3 ist eine Lemniskate, die aus 1 nach 1 lduft. Sie ist geschlossen, nicht doppelpunktfrei
(22(5) = 22(%)), glatt.

A
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Aufgabe H2 (Mengen)
(141 Punkte)
Skizziere die folgenden Mengen My, C C, k = 1,2. Welche dieser Mengen sind Gebiete?

(a) My ={z: EI_H <1}

(b) My={z: Z <argz < &}

Loésung;:
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z = z1+1z9 M

lz—1] < |z2+1| '
(1 -1%+2 < (a+1)*+2

—221 S 221
-z < = 0 >
Das stimmt nur fiir z; > 0. Diese Menge
ist kein Gebiet, weil sie nicht offen ist.
7%
M,
<UW
(b) Kein Gebiet, weil 0 € Mj. 0 al »

Aufgabe H3 (Folgen)
(14+1+1 Punkte)
Uberpriife die Folgen {z,}7°; C C auf Konvergenz. Was ist gegebenenfalls der Grenzwert?
(a) 2, =n?e "(cosn +isinn);
(b) zp =1"

T2
(c) 2n = 13105

Losung:

(a) Konvergiert gegen 0.

2 —n

— 0
n—oo

|z, — 0] = n%e”

(b) Divergiert, denn diese Folge besitzt vier Hiufungswerte 1, —1,7 und —i.

(c¢) Konvergiert.

n+in?  (n+in?)(n?+in)  n3+in? +int —nd
Zn = 5 = =

n? —in nt + n? nd + n?
i(n* +n?)

= 1 5o =1 — i
n*—+n n—00

Aufgabe H4 (Reihen)
(342 Punkte)
Bestimme die Menge aller z € C, fiir die die folgenden Reihen konvergieren. (Vergesse nicht die
Randpunkte!)
(a) fo:l %(%)nv

2n

(b) > onzo(=1)" s
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Hinweis: a) Wurzelkriterium.

Y 5 L
11m —_— = Il = = —
n—oo \[ 5z|"n?  n=oo Blz[({/n)? |zl

Diese Reihe konvergiert fiir alle |z| > 1 und divergiert fiir alle |z| < 1.

Loésung;:

(a)

co 1 [4+3i"
n=1 n2 5n|2|

Wenn |z| = 1, dann konvergiert die gegebene Reihe absolut, weil die Reihe )
ZZOZI n—lz konvergiert.
(b)

& 2k e 2k

K% |27 |2
2= 2 B =
k=0 n=0

Die Reihe konvergiert absolut fiir alle z € C.



