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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Riicktransformation)
Bestimme jeweils die Originalfunktion zu den folgenden Laplace-Transformierten:

(a) F(s)= 52‘?;1_6 (Partialbruchzerlegung),

(b) F(s) =In4 (Differentiationssatz),

(c) F(s) = (3—12)4 (Dampfungs- und Verschiebungssatz).
Losung:

(a) Mittels Partialbruchzerlegung berechnen wir:

s+1 s+1 1
= =)oY

$2+s5—6  (s+3)(s—2)
pEzS—f—l 1 _ 1 _1 S+1_5+1
5 s—2 s+3) 5\s—2 s+3
_1 1+ 3 1— 2 _Lis + 2
5 s—2 s+3)) 5\s—2 s+3

Aufgrund des Linearitdtssatzes 12.1 reicht es aus, die Originalfunktionen zu i und SJ% zu

kennen. Laut Beispiel (6) sind das e?* und e~3!. Die gesuchte Originalfunktion ist also

3 2 a3
f(t)—5e +5e :
(b) Es gilt:
L1 (s)1230) o —y 12.1 t —py 12:2(1)
Fls)= =3 -7 = L —Le} = L -} 7= L{tf (1)
Also
ot — ot
flt) = = —ginht
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(c) Esist L{t3} = j—i. Mit dem Dampfungs- und Verschiebungssatz folgt somit
1 1
ﬁ_l — 7t3 2t‘
{ (s — 2)4} 31" ¢

Aufgabe G2 (Anfangswertprobleme fiir lineare DGL mit konstanten Koeffizienten)
Lose das folgende lineare Anfangswertproblem mit Hilfe der Laplace-Transformation:

Y — 65+ 12 — 8y =, y(0) = (0) = §(0) = 0.
Hinweis: s3> — 6s% +12s — 8 = (s — 2)3.
Loésung: Sei Y := L{y}. Es gilt:

1 , . ; .
£{e} = — = £{y® — 6§ + 12§ — 8y} = L{y"*} — 6L{j} + 12L{5} — 8L{y} =

(s7Y (s) — s°y(0) — 59(0) — §(0)) — 6(s*Y (s) — sy(0) — §(0)) +12(sY (5) — y(0)) — 8Y () =
s3Y (s) — 65°Y (s) + 125Y(s) — 8Y (s) = (s° — 65 + 125 — 8)Y (s) = (5 — 2)°Y (s).

Damit folgt:

Damit ergibt sich aus G1(c)
1
yt) = LHY(s)} = 6t362t.

Aufgabe G3 (Anfangswertprobleme fiir lineare Systeme von DGL mit konstanten Koeffizienten)
Losen Sie das folgende Anfangswertproblem bestehend aus einem System erster Ordnung und den
Anfangswerten y1(0) = y2(0) = 0:

y1—3y1—3y2 = 1,
Yoty t+y2 = 1L

Hinweis: Die Losungen des LGS fiir Y7, Y enthalten beide den Faktor % FEine direkte Konsequenz
des Faltungssatzes 12.4 ist (indem man dort g := 1 setzt):

£ {Fis)} = /Otf(u)du.

Lésung: Zunichst wenden wir die Laplace-Transformation an. Fiir Y7 := £L{y1} und Y5 := L{y>}
schreibt sich das System wie folgt:

1
-3)"7 -3, = —

(s —3)¥1 —3Y, =2

1

Y1+(S+1)Y2 = g

Die Losung dieses LGS ist:
1 4s+1 1 s2—-3s—1
Yi=-- Y, =
T 2 —2) 0 T s 2 (s—2)
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Partialbruchzerlegung liefert:

ds+1 91 11 9 1
s2(s—2) 4s 282 452
s —3s—1 71,11 31
s2(s—2) 4s 2s2 4s5-—2

Damit folgt:
1, 4s+1 9
1 2t
- A
{52(5—2)} 4 2 +4€

s?—3s—1 7.1, 3

ey 1ttt ge

Es folgt mit dem Hinweis:

t
n(t) = £UYi(s)} :/ SOl %) gy = Lo s 22 4 0o,
s\ 172" 8
I

1
() = L7HYa(s)} = u— i€2u> du = §(3 + 14t + 2t% — 3¢%).
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Riicksubstitution)
(2+4+1.541.5 Punkte)

Bestimme jeweils die Originalfunktion zu den folgenden Laplace-Transformierten:
(a) Fi(s) = & _f_Zj_5 (Partialbruchzerlegung),
(b) Fa(s) =1In(s+2) +1In(s+ 1) (Differentiationssatz),

(c) F3(s) = ﬁ + ﬁ (Dampfungs- und Verschiebungssatz).

Loésung:
(a) Da s?+4s—5 = (s+5)(s — 1) ist, lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung

s+4 A B

824—48—578—1—’_84—5.

Es ergibt sich A =5/6 und B = 1/6, also

s+4 5 111
s24+45—5 6 s—1 6 s+5
Somit ist . )
fi(s) = 6 exp(t) + 6 exp(—5t).
(b) Es ist
1 1
Fi(s) = - ) ).
) = g + g = £lexp(=20)} + £{exp(—)}

Andererseits gilt nach dem Differentiationssatz Fa(s)' = —L{tf2(t)}, also ergibt sich

Falt) = 7 exp(~21) — 7 exp(~).

(c) Esist L{t} = S% und L{t?} = s% Mit dem Dampfungs- und Verschiebungssatz folgt somit

2
fa(t) =Lt { T +12)2 - ;(S +22)3 } = texp(—2t) + %exp(—%).

Aufgabe H2 (Anfangswertprobleme fiir lineare DGL mit konstanten Koeffizienten)
(4 Punkte)

Lose das folgende lineare Anfangswertproblem mit Hilfe der Laplace-Transformation:
Yy + w2y = 2w coswt

mit w > 0,y(0) = yo, ¥'(0) = v1.
Hinwesis:
2ws d w

(2 + w22 dss?+w?
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Losung: Es ergibt sich

2ws ] Y1
Y =
(s) (82 4+ w?)? +yOSQ—i-ch * $2 + w?’
y(t) = tsinwt + yocoswt + N Ginwt
w

2 d

WO L_l(ﬁ) = ,C_l(—££(sin wt)) = tSinwt,
-1, SY% ! U
L (32 +w2) = yp coswt und L (32 +w2) = Usmwt.

Aufgabe H3 (Anfangswertprobleme fiir lineare DGL mit konstanten Koeffizienten)
(3 Punkte)

Lose das folgende lineare Anfangswertproblem mit Hilfe der Laplace-Transformation:
i+ 6y =sin’t + 1, y(0) = y(0) = 0.

Losung: Mit Hilfe von (15) erhélt man £{sin®t + 1} = £{2 — cos?t} = 2 — 35322124) = 5(8322164)'

Nach der Transformation der linken Seite ergibt sich mit L{y(t)} = Y (s)

2
2 5 +6
Y 6Y(s) = —5—-=.
Y () +6Y(s5) s(s2+4)
Daraus folgt Y'(s) = m. Bei der Riicktransformation verwenden wir wieder Hinweis aus G3:

£ {Fi“”)} = /Otf(u)du.
Das ergibt

y(t) = £t {Y(s)} = L1 {3(3214—4)} = 1/2/0 sin 2udu = —1/4 cos 2t + 1/4.



