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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Potenzreihen-Ansatz)
Bestimmen Sie die Koeffizienten a;, i = 1,2, 3, ... in der Reihenentwicklung

e .
y(z) = Z a;z’
i=0
fiir die Losung der Anfangswertaufgabe
y=2y+1 , y0)=0
und geben Sie eine allgemeine Formel fiir die Koeffizienten des Potenzreihenansatzes fiir y an.

oo
Losung: Aus y(0) = 0 folgt ap = 0. Einsetzen der Potenzreihe y(z) = Z a;z" in die DGL liefert
=0

a1 + 2a0x + 3a3x2 + 4a4x3 + 5a5:L‘4 + 6&61‘6 +..=1+ a0x2 + a1x3 + a2x4 + a3x5 + ...

Aus y(0) = 0 folgt ag = 0, die weiteren Koeffizienten bestimmen sich aus Koeffizientenvergleich

1
a1:1; CLQ:O; 3a3:a0 —>CL3:0; 4a4:a1 —>a4:Z

1
Sas = as —>a5:0; 6ag = as —>a3:0; 7@7:(14 —>a7:4—7
8 — 0; 9 — 0; 10 — !
ag = =U; =a ag = U; ajpg=a a7 = —————....
8 as asg ) ag 6 9 ) 10 7 7 4-7-10

Somit lauten die a;:
1

| agys=0 firalle k € N,
[Tj—0(35+1)

agzr =0 ,  agpy1 =
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Aufgabe G2 (Randwertproblem)
Von folgenden Randwertaufgaben sind die Losbarkeitseigenschaften festzustellen. Setzen Sie die
allgemeine Losung in die beiden Randbedingungen ein und bestimmen Sie daraus die freien
Konstanten in der allgemeinen Losung. Vergleichen Sie das Ergebnis mit der Berechnung von
A := det R mit Hilfe des Alternativsatzes. Uberfiihren Sie dafiir das gegebene RWP wenn nétig
in ein halbhomogenes RWP mit einer homgogenen DGL. Wo eine eindeutige Losungen existiert,
ist diese zu bestimmen.

(a) ¥"+y=0, y0)=1, y(r

d) v +y=1, y0)=0, y(x

() y"+y=1, y0)=0, y(5)=0

(d) y"+y=a-3%, y0)=0, y(r)
Losung:

(a) Das charakteristische Polynom liefert die doppelte Nullstelle \; o = ++/1. Damit ist y(z) =
ajcos(x) 4+ agsin(x) allgemeine Losung der Dgl.
Einsetzen der Randbedingungen liefert

ajcos(0) + azsin(0) =a; =1 und ajcos(m) + agsin(r) = —a; = 1.

Widerspruch! Also ist die RWA unlésbar.
Mit Hilfe des Alternativsatzes berechnen wir

A=dorrimder (0 SO ) maer () ) =0

Daraus folgt, dass das gegebene RWP entweder unlésbar ist oder unendlich viele Losungen
besitzt. Um dies zu iiberpriifen berechnen wir rg(R) und rg(R, 7). Es ist

rg(R)—rg( . 8)_1

1 01

Da rg(R) < rg(R,~) gilt, bestétigt der Alternativsatz die Unlosbarkeit des Problems.
(b) Mit der partikuléren Losung y,(z) = 1 lautet die allgemeine Losung

y(x) = ajcos(x) + agsin(x) + 1.
Mit den RB’n erhalten wir das Gleichungssystem

ajcos(0) + azsin(0)+1=a;+1=0
ajcos(m) + agsin(r) +1=—a; +1=0.

Widerspruch! Folglich hat das Randwertproblem keine Losung.

Um den Alternativsatz anwenden zu konnen miissen wir das RWP zunéchst in ein halbho-
mogenes RWP mit einer homogenen Differentialgleichung iiberfiihren.

Mit dem Ansatz

y(@) = yp(z) + 2(2) =1+ 2(z) < 2(z) = y(z) -1
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eingesetzt in die inhomogene DGL erhalten wir die homogene DGL
2'(z) + 2(z) =0
mit der homogenen Losungen
zp(x) = c1 cos(x) + cosin(z),
sowie die transformierten Randbedingungen
2(0)=y(0)—1=—-1 und z(m)=y(r)—1=-1.

Die Determinantenbedingung lautet

1 0
A.-detR-det(l O)—O.

Um zu entscheiden ob unendlich viele oder keine Lésung existieren vergleichen wir den Rang

rg(R)zrg( . 8):1

1 0 -1

Da rg(R) < rg(R,~) gilt, gibt es keine Losung, wie schon die vorhergegangene Berechnung
ergab.

mit dem Rang

Die allgemeine Losung entspricht der von (b) und Einsetzen der Randbedingungen liefert mit

ajcos(0) +azsin(0) +1=a;+1=0
ajcos(m/2) + agsin(n/2) +1=ay+1=0.

die Parameter a; = as = —1, was auf die eindeutige Losung
y(x) = —cos(x) — sin(z) + 1

fithrt. Die Transformation der DGL entspricht der Rechnung unter (b). Die Uberfiihrung der
Randbedingungen liefert

200 =y(0)—1=-1 und z(n/2)=y(r/2)—1=-1.

Mit den gegebenen Randbedingungen ist

10
A.—detR—det<0 1)—1

und das RWP ist eindeutig l6sbar.

Die partikuldre Losung lautet y,(z) = z — 5. Dadurch ist die allgemeine Losung der inho-
mogenen DGL gegeben durch
T

y(ﬂf) = ay COS(.%') + a9 Sin(x) 4+ — 5 .
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10. Ubung
Einsetzen der Randbedingungen liefert das Gleichungssystem
a1c0s(0) + agsin(0) + 0 — g —a — g —0
aycos(m) + agsin(mw) + m — g =—a; + g = 0.

Daraus folgt a; = 7/2 und az € R ist beliebig wihlbar. Somit ist jede Funktion
7

) s
y(x) :a251nx+§cosx—|—:ﬁ— 5

eine Losung des Randwertproblems.
Um die inhomogene DGL in eine homogene DGL zu transformierten, machen wir den Ansatz
m T
=z—-+zz) < 2z :y(w)—a:+§.

y() = () + 2(2) =2 - 3

Fingesetzt in die inhomogene DGL erhalten wir die homogene DGL

2(x) + 2(x) =0

mit den bekannten homogenen Losungen
zp(x) = ¢1 cos(z) + cosin(z) .

Die Uberﬁihrung der Randbedingungen liefert
7T T T
2(0)*:9(0)—04-5— 5 und  z(7) —y(ﬂ)—77+§ =—3
Mit
10
A.-detR-det( 10 ) =0

kann es keine oder unendlich viele Lésungen geben.
10 10 7/2
so dass gilt rg(R) = rg(R,~y), was bedeutet dass es unendlich viele Losungen gibt, wie auch

Es ist

obige Rechnung zeigt.
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Aufgabe G3 (Eigenwertproblem)
Gegeben sei das vollhomogene Randwertproblem (RWP)

y'(x) + 2y (z) — My(x) =0, y(0) =0, y(7)+y'(7)=0,

wobei A ein Parameter, der sogenannte Eigenwertparameter, ist. Die Losungseigenschaften des
RWP’s hingen vom Wert des Eigenwertparameters ab. Um die Eigenwerte und Eigenfunktionen
des RWP zu bestimmen, fiihren Sie folgende Schritte durch:

(i) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von A das Fundamentalsystem der homogenen DGL.
(Hinweis: Unterscheiden Sie die drei Fille A > —1,A = —1 und A < —1.)

(ii) Stellen Sie die Matrix R und den Vektor v auf und ermitteln anhand der Bedingung det R = 0
diejenigen A, fiir die das Randwertproblem Lésungen hat.

Loésung;:
(i) Das charakteristische Polynom lautet
pla) = a® + 2o — \.
Es besitzt die Nullstellen
ajp=-1+VI+X

e Fall 1: A > —1

Das charakteristische Polynom hat zwei einfache, reelle Nullstellen a5 = -1+ VI+A
Also ist ein Fundamentalsystem gegeben durch

yi(x) =", yp(x) = ™7
Wir bendtigen noch ihre Ableitungen:
yi(z) = a1e™”,  yh(x) = aze™”.

o Fall 2: A= —1
Das charakteristische Polynom hat die doppelte Nullstelle « = —1.
Also ist

xT

yi(x) =e™*,  ya(z) = we

-

ein Fundamentalsystem mit den Ableitungen
() =—e" yh(a) =1 -=z)e "

e Fall 3: A < —1
Das charakteristische Polynom hat zwei einfache, komplex konjugierte Nullstellen oy /5 =

—14iB mit 8= v—X— L.
Also ist

y1(z) = e Tsin(fx), yo(x) = e ¥ cos(fz)
ein Fundamentalsystem mit den Ableitungen

= e ¥ (Bcos(Bz) — sin(Bz)),
= —e 7. (Bsin(Bz) + cos(Bz))

SRS
N~ =~
—~~
8 8
~— ~—
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(ii) Der Vektor « lautet

(1),

Fir die Matrix R unterscheiden wir wieder die drei Féalle:
e Fall 1: A > —1
Die Matrix R lautet

_ y1(0) y2(0) '\ _ 1 1
= ( () + () va(m) + vh(m) ) = ( (1+a)em™ (14 ag)e )

Es gilt det R # 0. Das Gleichungssystem Rc = « liefert die eindeutige triviale Losung
c¢ = 0. Da die triviale Funktion y = 0 jedoch keine Eigenfunktion ist, bestitzt das
Randwertproblem keine Eigenwerte, die grésser als —1 sind.

o [all 2: A = —1
Die Matrix R lautet

n_ ( y1(0) y2(0) ) _ ( L0 )
yi(m) +y1(m)  ya(m) + ya(m) 0 e
Es gilt det R = e™™ # 0. Das Gleichungssystem Rc = + liefert die eindeutige triviale
Losung ¢ = 0. Also ist A = —1 kein Eigenwert.

e Fall 3: A < -1
Die Matrix R lautet

_ 41(0) y2(0)
= ( yi(m) +y1(m)  ya(m) + ya(m) >

Es gilt det R = —fe~" cos(f), und

(s )
Be T cos(Bm) —Pe T sin(f)

det R=0 <& —pe "cos(fm)=0

=S cos(fm) =0

1
5@) Be{z+2|z€No}
Lo
& A€ —(z+§) —1]lzeNy

Fiir diese A liefert das Gleichungssystem Rc = v die Losung des RWP
y(x) = cre” “sin(fx) + cge” “cos(fx) mit c,c2 € R.

Also hat das RWP die unendlich vielen Eigenwerte A\ = — (k + %)2 —1, keN.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Randwertproblem (3P))
Gegeben sei das Randwertproblem (RWP)

(a) Geben Sie dann die allgemeine Losung der inhomogenen DGL an und l6sen Sie das RWP.
Setzen Sie dazu die allgemeine Losung in die beiden Randbedingungen ein und bestimmen
Sie daraus die freien Konstanten in der allgemeinen Losung.

(b) Wenden Sie die Determinantenbedingung auf das Fundamentalsystem der homogenen DGL
fiir die gegebenen Randbedingungen an, um zu zeigen dass eine eindeutige Losung des RWP
existiert.

Loésung: a) Die homogene Losung bestimmt sich mit Hilfe des charakterischen Polynoms zu
yh(x) =1 + cox.

Der Ansatz vom Typ der Storfunktion lautet y,(x) = 2%(ao + a17) und liefert nach Einsetzen in
die DGL und Koeffizientenvergleich die inhomogene Lésung

1
yp(x) = éxg )

aus der die allgemeine Losung

1
y(z) = c1 + cox + 6333

folgt. Aus y(0) = 0 folgt ¢4 = 0 und aus y(1) = 0 folgt co = —% so dass die Losung des
Randwertproblems
11,
y(x) = s + g%
lautet.

b) Das Fundamentalsystem der homogenen Losung lautet

yi(z) =1; yo(z) ==z.

Mit Hilfe des Alternativsatzes berechnen wir

A.:detR::det( 512(1); 3;28 ) ::det( 1 2):17&0

Daraus folgt, dass das gegebene RWP eindeutig 16sbar ist.
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Aufgabe H2 (Randwertproblem (4P))
Uberpriifen Sie die Losbarkeit der gegebenen Randwertprobleme mit Hilfe des Alternativsatzes
und geben Sie ggf. die Losungen an.

(a) ¥ —y=1, y(0)=y(r)=0
(b) v + 2y + 2y =e *cos(z), y(0)=y(r)+y(r)=0.
Losung:

(a) Eine partikuldre Losung lautet y,(z) = —1.
Ein Fundamentalsystem fiir die Losung ist gegeben durch
—X

yi(z) =€, ya(x)=e

Die Determinantenbedingung

0 .0
det(e7T e_ﬁ):det< 71r _}r):e_”—e”#o
er e er e

ist erfiillt = Losung existiert und ist eindeutig. Die Koeffizienten berechnen sich zu

e T —1 1—e€"
g =—, .
6771' _ 671' 6771' _ 671'
Damit lautet die Losung des Randwertproblems

e " —1 1—¢€" _
ya) =1+ ——— e+ ————r0-e"

(b) Das charakteristische Polynom lautet
p(a) = a® +2a + 2.
Es besitzt die Nullstellen
app=—-1+vV1-2=—-14i
Also ist
yi1(x) = e “sin(x), ya(z) =e *cos(x)
ein reelles Fundamentalsystem. Der Ansatz der Storfunktion (Resonanzfall) liefert

yp(z) =ze~* (Asin(x) + Bcos(z))
yp(x) =xe™" (Acos(z) — Bsin(x))

+ (1 —x)e ® (Asin(z) + Bcos(x))
Yy, (x) = —2e”" (Asin(z) + B cos(z))

+ (2 —2x)e * (Acos(x) — Bsin(x)).

FEinsetzen in die DGL und Koeffizientenvergleich ergeben folgendes LGS:

1
A:§ und B =0.
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Somit ist die allgemeine Losung gegeben durch

1
y(z) = cre”"sin(z) + coe™ " cos(z) + ixe_”” sin(x) .

Die Determinantenbedingung (reelles Fundamentalsystem, RB'n) liefert

y1(0) w(0) ) _ 4 0 1
det ( y1(m) + yi () yo(m) + yh(m) ) = det < e Tcos(m) —e T cos(m) >
=—e " #0.

— Losung existiert und ist eindeutig. Aus y(0) = 0 folgt sofort co = 0 und y(7)+y'(w) =0
impliziert ¢; = 0. Also ist die oben gefundene partikuldre Losung gleich der Losung des
RWP’s.

Aufgabe H3 (Eigenwertproblem (3P))
Bestimmen Sie die Eigenwerte des Problemes

Yy =2 +(1-Ny=0  y0)=y(r)=0.

Hinweis: Unterscheiden Sie die drei Féalle A >0, A\=0, A < 0.

Losung: Wir bilden das charakteristische Polynom: u? — 2u + (1 — A). Dieses liefert und die
Nullstellen g1y = 1+ V.

e )\ > 0: Die allgemeine Losung lautet

y(a:) _ 016(1+\[\)x + 626(17\&)93 )
Aus y(0) = 0 folgt ca = —c1, und aus y(m) = 0 folgt ¢; = 0. Also existiert nur die triviale
Losung, und X\ > 0 ist kein Eigenwert des Problems.

e A = 0: Das Poynom hat eine doppelte Nullstelle in 1, also ist hier die allgemeine Losung
gegeben durch
y(x) = c1€” + cowe” .

Die Bedingung y(0) = 0 liefert ¢; = 0, und die Bedingung y(7) = 0 ergibt co = 0. Auch hier
ist A = 0 also kein Eigenwert.

e Ist nun A < 0, A = —p, so sind 1+ -,/p die Nullstellen des Polynoms, und die allgemeine
Losung lautet

y(x) = c1e” sin(y/px) + coe” cos(y/pz) .

Die Bedingung y(0) = 0 erzwingt co = 0, und aus der Bedingung y(7) = 0 erhalten wir
cae” sin(,/pm) = 0. Dies hat genau dann eine Losung mit ¢z # 0, wenn sin(/pm) = 0, also
VP € {1,2,3,...}. Also sind (p = —A) die Zahlen A = —1, -4, -9, —16,... Eigenwerte des
Problems.



