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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Lineare DGL’'n mit konstanten Koeffizienten)
Man bestimme die reellen Losungen der folgenden DGL
a) y// _ y/ — %
b) y// o 2y/ +y= e2:]c
c) YV +4y==x
mit Hilfe des Ansatzes vom Typ der rechten Seite.
Kreuzen Sie den richtigen Ansatz fiir die inhomogene Lésung y,, an:

a) [ Jyp=ciwe® [ Jyp=cize ™ [ Jyp=cie”
b)[ ]yp:clerm [ ]?/1120162z [ }ypzclzf
Ol ly=e [ Jyp=cazr [ Jyp=ctaz
Loésung:

Wir bestimmen zunéchst das charakteristische Polynome und deren Nullstellen der zugehorigen
linearen DGLs:

a) p(A) =X = A=XA-1) — X=0; X=1

b)p()\):)\Q—2>\+1:()\—1)2 — )\172:1

) pA) = A2 +4=A+20)(A—2i) — A\ =-2i; A=2i

Daraus ergeben sich die Ansétze:

a) [X]yp =crze” [ Jyp=cwe ™ [ Jy,=cie”
b) [ ] Yp = Cl$62$ [X] Yp = CleQx [ ] Yp = C1 2z
o) Jyp=¢ [ Jyp=cazr [X]y,=co+azx

Aufgabe G2 (Systeme homogener DGL'n)
Gegeben ist die folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung

y”—y'—2y:0.

a) Geben Sie das dquivalente System erster Ordnung an.

Geben Sie die Losungen an. Stellen diese ein Fundamentalsystem dar?

)
b) Berechnen Sie die Eigenwerte der Frobeniusmatrix sowie die zugehérigen Eigenvektoren.
c)

)

d) Vergleichen Sie die Losungen mit der direkten Losung der gegebenen DGL und begriinden

Sie mit Hilfe der Wronsky-Determinante, dass diese ein Fundamentalsystem darstellen.
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Loésung;:
a)
z1(z) = y(z)
2(@) =y (x) = 2 (2)
(@) =y (2) = 25(x) =y (2) + 2y(x) = 20(2) + 221 (2)
<~ 2/1 = Z29

b) Eigenwerte:
det (A—AE) =0

0—x 1
det( 5 1_)\>:—>\+>\2—2:0 - Ai=-1; X=2

Eigenvektoren:

1
wahle v11 =1 — v =—1 — _‘1 = ( )

o= (1)
analog: =1 5

. _ 1 o 1
Losungen: Zi(x)=e" < 1 > . y(x) =€ < 5 ) .

o cre”% 4 e )

2z) = ( —c1e7% + 2c9e?® > o, eeR

Die Eigenvektoren sind linear unabhéingig, daher bilden die Losungen ein Fundamentalsy-
stem.

d) Das charakteristische Polynom lautet
Mod—2=Q+1)XA=-2)=0 = MN=-1, X=2

Damit ergibt sich die homogene Lisung

- 2

yg(x) = cre”* + ce®,  c1,c0 €R.
e~ e2x
—e™T 2%

Die Wronsky-Determinante lautet W (x) = <
det W(z) = 3e® > 0. Somit handelt es sich um ein Fundamentalsystem.

) und ihre Determinante ist
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Aufgabe G3 (Systeme homogener DGL'n)
Gegeben ist das homogene Differentialgleichungssystem

’

7 —Aj  mit A:(? ;) 7(0) = i

a) Ist die Matrix A diagonaldhnlich? Berechnen Sie den Eigenvektor und geben Sie eine Losung
des homogenen Systems an.

b) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems der gegebenen Differentialgleichung mit
Hilfe der Beziehung

00 ;
A)
37(1’) — ea:Aﬁ; e:cA — § : (iL’ ) )

|
=0 7
Loésung;:
a) Eigenwerte: det (A —AE) =0 — Ajp=1
Die Matrix ist nicht diagonaléhnlich.
Eigenvektor: Av =0 — 0= < 1 )
.. o 1
Losung:  71(z) = e ( 1 >
b)
e
e = x,—'A]
=

Berechnung von AJ:

Daraus folgt:

oo —(j—1)ad oo jat

0o . . > ijo Fil Zj:O ¥l

J
zA _Z£ L—=g J
‘ _]’:0 '7'( —J Jtl oo jat oo (j+1)ad
=20 2j=0

iy -
= e T+ e % 220 T

ipd ipd J
L S VL SOV
Jj—1 j—1
— Y0 T+ e 0% Ym0 Gt
Jj—1 j—1 J
—Ejooo(f me Z;o?lux‘i‘zj 0?!

o —xe® + e xe® _ o 1—=x T
o —xe” xet +e* | -z 14z

R . -z =z U u(l — x) + ugx
< . — T — 5T
Daraus folgt die Losung:  g(x) =e < v 14z > < s > =e ( w + us(1+ 7)
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Lineare DGL’'n mit konstanten Koeffizienten (3 Punkte))
Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung

y® 4+ 3y™W £ 7y +13y" + 12y + 4y = 0.

Bestimmen Sie die Vielfachheit der Nullstelle —1. Testen Sie die Losungen auf lineare Unabhéngig-
keit mit Hilfe der Wronski-Determinanten, fiir g = 0.

Losung: Die charakteristische Gleichung ist
NASM TN BN 120 +4= (A +1)3(\2 +4), Aas=—1, A5 = £2i.
Wir bekommen folgendes Fundamentalsystem der Differentialgleichung:
yi(z) = 77, ya(x) = ze™", ys(a) = 2?e™", ya(x) = cos(2x), ys(x) = sin(2z).

Die Wronskideterminante in xg = 0 ist

1 0 0 1 0
-1 1 0 0 2
1 -2 2 —4 0 |=500+#0.
-1 3 -6 0 -8
1 -4 12 16 0
Aufgabe H2 (Systeme homogener DGL'n (4 Punkte))
a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Systems
2 11
Jy=1121]g
11 2

erfiillt.

Loésung:
a) Wir bestimmen zunéchst das charakteristische Polynom. Es gilt:
2—A 1 1

p(A) = det 1 2=-Xx 1
1 1 2—A

2—A 1 1 1 1 2—A
= (2—)\)det< 1 2_)\>—det<1 2_)\)+det<1 1 >

= 2-M0(@2-N?*=-1)—-(2=-N=-1)+1-(2=-X
(2-A2 = A=2+A-1—-1+2A

8— 120 +6X2 - X3 +3\—4

= A 4+6M7—9\+4
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Die potenziellen ganzzahligen Nullstellen sind: +1, +£2, £4. Probe ergibt, dass 1 eine Nullstelle
von p(A) ist. Polynomdivision ergibt:
(=X 4+6X2 9N +4): (A—1) = —(A\2 —BA+4),

also
(=N 46X — 9N +4) = —(A = 1)*(\ —4).

Wir bestimmen nun die Eigenvektoren zu A; = 1. Es ist das LGS

2-1 1 1 1 11 ' 0
1 2-1 1 =1 1 1 |Z=1] 0
1 1 2-1 1 11 0

zu 16sen. Dieses LGS hat offensichtlich die linear unabhéingigen Eigenvektoren

-1 0
0 und -1
1 1

Analog werden die Eigenvektoren zu Ao = 4 bestimmt. Wir wenden Gauf} an.

-2 1 1 -2 1 1 -2 1 1 -1 0 1
1 -2 1 — 0o -3 3 — 0o 1 -1 | — 0 1 —1
1 1 =2 0o 3 -3 0 0 0 0 O
1
Wir erhalten zum Eigenwert 4 den EV | 1 | . Damit ist
1
-1 0 1
y(zr) = a 0 eC+B -1 |ef+y| 1 |t o, B,7veR
1 1 1

die Losungsgesamtheit des allgemeinen Systems.

b) Fiir das AWP miissen nun «, 3,y bestimmt werden. Auch dies wird mit Gaufl getan. Es gilt:

-1 0 1 -1 -1 0 1 -1
0 -1 1 2 — 0o -1 1 2
1 1 1 2 0 1 2 1
-1 0 1 -1 -1 0 0 -2
— 0o -1 1 2 — 0 -1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1
Damit ist
-1 0 1 -2 1
gaxy=2 0 |er—| -1 |e*+ | 1 |e'*= 1 4| 1 ] et
1 1 1 1 1

die Losung des AWP.
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Aufgabe H3 (Potenzreihen-Ansatz (3 Punkte))
Losen Sie das Anfangswertproblem

Y=y +(1-2)y—1, y0)=1

fiir —1 < 2 < 1 mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes.
(a) Berechnen Sie die Koeffizienten ag, aq, ..., as der Potenzreihe.
(b) Leiten Sie aus (a) eine Vermutung beziiglich der Werte der Koeffizienten a,, fiir n € Ny ab.
Wie lautet die Losung, wenn Thre Vermutung richtig ist? Machen Sie die Probe.

Losung: (a) Wir verwenden den Potenzreihenansatz

[e.9]
y(x) = Zanx" = ag + a1x + agx® +azax® + ...,
n=0

wobei

o
Y (x) = Z nanz" ! = a; + 2a0x + 3asx® + dagz® + . ..
n=0

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt

(y(@)* + (1 —2) - y(@) -1
ad + 2apa1% + (2a0as + a3)x? + (2a0a3 + 2a1a2)2> + (2a0a4 + 2a1a3 + a3)zt + ...
(1—x)(ao+az+agx? +...) -1

(a3 + ag — 1) + (2apa1 + a3 — ag)z + (2apas + a2 + az — ay)x
+  (2apa3 + 2a1a3 + a3 — ag)x> + (2apas + 2a1a3 + a3 + ay — az)x

+

2

4+...

Aus der Anfangsbedingung y(0) = 1 ergibt sich

ag — 1
und durch einen Koeffizientenvergleich folgt
1 a1:a3+ao—1 = a1 =1
x 2090 = 2apa1 + a1 —ayg = as=1
x? 3a3:2a0a2+a%+a2—a1 = az3=1
3 dagq = 2a9a3 + 2a1a2 + a3 —as = ag4=1
4

Sas = 2apa4 + 2a1a3 + a% +a4—a3 = az=1.
(b) Aufgrund der Ergebnisse des Aufgabenteils a) kénnen wir vermuten, dass
a, =1 fir alle n € Np.

In diesem Fall wére
00 1

Wir machen die Probe. Mit
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folgt . .
V@) + (1= 2) (@)~ 1= g + (L= 2) o~ 1= s =1 (@
und 1
y(0) == =1
Damit ist 1
y(z) =1

die Losung des Anfangswertproblems.

Aufgabe H4 (Potenzreihen-Ansatz (4 Punkte))
Bestimmen Sie mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes fiir die Losung y(z) sowie der Potenzreihe
fiir die Sinusfunktion die ersten sieben Glieder der Potenzreihe der Losung y(z) des Anfangswert-
problems

y =sin(z) -y, y(0)=1.

Vergleichen Sie das so erhaltene Polynom Pr(x) 7. Grades mit der exakten Losung y(z) des
Anfangswertproblems (Trennung der Veréinderlichen!), indem Sie sowohl y(3) als auch Pr(3) be-
rechnen.

Loésung: Einsetzen des Potenzreihenansatzes und Koeffizientenvergleich liefern

Pr(z) =1+ 32° + Ha't + L5aC.
Die exakte Losung ist y(x) = el =%, Man erhiilt

Pr(3) =1.130230... und y(3) = 1.1302258... .



