TECHNISCHE

Fachbereich Mathematik
Prof. Dr. H.-D. Alber

o . UNIVERSITAT

r. N. Kraynyukova

A. Bottcher DA R/V\ STA DT
WS 2010/11

29. November 2010

6. Ubungsblatt zur
,Mathematik III fir ETiT, WI(ET), IST, CE,
LaB-ET, Sport-Wiss*

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Losung exakter Differentialgleichungen.)
Zeigen Sie, dass die folgende Differentialgleichung

(422y® + zcosy)y + 2zy* + siny =0

exakt ist. Geben Sie die allgemeine Losung an.

Lésung: Umformen der DGL ergibt

(2zy* + siny) dz + (422> + zcosy)dy =0
—_——

fz.y) 9(z,y)
und bilden der gemischten partiellen Ableitung von f(x,y) und g(x,y) liefert

0 0 .
a‘; = a—z = 827> + cosy .
Somit ist die Integrabilitdtsbedingung erfiillt und die Differentialgleichung ist exakt.
Dann gilt auch
Uz (z,y) = flz,y) und  uy(z,y) = g(z,y).
Damit ergibt sich
u(z,y) = 2%y* + rsiny

und die allgemeine Losung lautet

:c2y4—|-xsiny:c, ceR.

Aufgabe G2 (Losung durch Ubergang zur Umkehrfunktion)
Bestimmen Sie die Losung des gegebenen Anfangsproblems.

@)= —— y1)=o0.

2 —eY’
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Loésung: Durch Vertauschung der Variablen wird

y(@) = YD _ ey

dx
o () = dr(y) 1
Y7y T Ty
hier also

P(y) =2x—¢€¥, z(0)=1

Dies ist eine lineare DGL erster Ordnung, die sich durch Variation der Konstanten 16sen l&sst.
Homogene Lésung;:

zh(y) = 2z, jetzt xp =1

dx
= _9
dy v
1
/d:v:/Qdy
x
In|z| =2y +c

|z| = e®te = ke?, keR+
zn(y) =ke®, keR

Partikulédre Losung:
zp(y) = k(y)e?¥ jetzt wx,:=zx

2 = ke + 2ke?Y

einsetzen in DGL liefert
K =—e

und somit
xp(y) = €Y.
Die Gesamtlosung setzt sich zusammen aus homogener und partikuldrer Losung und lautet

x(y) = za(y) + zp(y) = ke +ev.

Das Anfangswertproblem liefert

Daraus folgt
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Aufgabe G3 (Lipschitzbedingung)
Gegeben sei das Anfangswertproblem y' = % +x, y(1) = 0.
Sei0 <a<1lundsei E:={(z,y) € R?|1—a < x, y € R}. Erfiillt die rechte Seite eine Lipschitz-
bedingung bzgl. y auf E? Berechnen Sie dann die Ndherungslosungen 1, yo, y3 mit Picarditeration
ausgehend von der Anfangsnidherung yo(z) =0 .

Losung: Lipschitz-Stetigkeit:

|f($7y2) —f(m,y1)] <L-: ’yQ _y1|

Hier also Y y
‘(;34—3:)—(;34—3:)’ < L-|y2 — y1]

1

1
ﬁ|y2—y1|§L-|y2—y1\ — L:?-

bzw.

Fiir zg = 1 und a < 1 ist daher die Lipschitz-Stetigkeit erfiillt und es gibt im Intervall J =
[z — a, o + a] genau eine Losung.

Picard-Lindelof-Iteration

T

un(z) = yo +/ [t up—1(t))dt fir zelJ

o

yo(z) = 0
7o 1 1
= —4t)dt==2*—=
y1(x) /1 <t2+) 57~ 5
z [ 142 1
5t — 5 1 1 3
2 2 2
= t) di—x+—+-2%—2
y2(z) /l( 5 +> LA
x 1 1 1,2 3
st+ 5 + 57 — 5 1 1 1 3 1 9
20T T3 2 2
= t|dt==Inz— = 22
y3(z) /l ( 2 +> 5 nz 4$2+2I+2x+2x 1
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Losung exakter Differentialgleichungen.)
(3 Punkte)
Zeigen Sie dass folgende Differentialgleichung exakt ist und geben Sie die allgemeine Losung an.

(2x + 32%y)dx + (2 — 3y*)dy = 0.

Losung:
(2x + 32%y) dx + (23 — 3y*)dy = 0

fz,y) 9(z,y)

Die partiellen Ableitung von f(z,y) und g(x,y) lauten
fy = 322 und g, = 322.
Somit ist die Integrabilitdtsbedingung erfiillt und die Differentialgleichung ist exakt.
Dann gilt auch
uz(xay) :f(may) und uy(xay) :g(xvy)
Damit ergibt sich

w(z,y) =a2® + 2%y +hi(y) und u(z,y) =2y —y° + ha(x),

woraus folgt
hi(y) =9® und he(z) = 22,

so dass

u(z,y) = 2’y + 2> — y°

gilt und die allgemeine Lsung

lautet.

Aufgabe H2 (Lipschitzbedingung)
(14141 Punkte)
Gegeben sind folgende Funktionen. Erfiillt f eine Lipschitzbedingung beziiglich y auf R x [0, 00)?

1
a) f(z,y) = 22

b) f(z,y) =2 +2y
1

C) f(xay): 1—$y

y2

Losung:

a) Lipschitzbedingung: |f(z,y2) — f(z,y1)| < L - |y2 — v

2 2

Y Y
‘1+2x2_1+1w2 <Ly =
Y1+ 42
e Jy2 =1l < L-|y2 — w1l

Es gibt keine Konstante L, die diese Bedingung erfiillt.
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b)
2%+ 2y2 — (2® + 2y1)| < L - |y2 — 1
2y =l <L-lyp—wpn| — L=2
Die Lipschitzbedingung ist erfiillt.
c)

1
‘1—33 g =yl < Lelyz =] firz =1 L— oo
Die Lipschitzbedingung ist nicht erfiillt.

Aufgabe H3 (Spezielle Differentialgleichung erster Ordnung.)
(3+1 Punkte)
Sei die Differentialgleichung 2(y +¢') = x + 3 gegeben.

a) Finden Sie die analytische Losung zur Differentialgleichung mit y(0) = 0.
b) Berechnen Sie 2 N&herungslosungen mit Hilfe des Picard-Lindelof-Iterationsverfahrens. Star-
ten Sie mit ug(z) = 0.
Loésung:

a)

Homogene Lésung;:
yn(2) = —y Jetzt yn:=y

dy _

dr

1
/d$:/—dx

Yy
Inlyl = —z+c

ly| = e =ke ™, keR+
ap(y) =ke ™, kER
Partikulére Losung:
yp(z) = k(x)e™™ jetzt y,:=vy
y =kKe ™ —ke™®

einsetzen in DGL liefert

3
e ™ —ke ™ =—ke ™ T
2
dk _x+3
de 2
k:/$;—3exdx
x (T _Z
k=e (2+1> — ypla) =5 +1
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Fiir das Anfangswertproblem (AWP) bedeutet dass

0=k+1 — k=-1

und somit .
ylx) = —e 7 + 5t 1
b)
up(x) =0
“s+3 2 3z
ui(x) =0+ —ds = — + —
(z) 0o 2 4 2




