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5. Übungsblatt zur

”
Mathematik III für ETiT, WI(ET), IST, CE,

LaB-ET, Sport-Wiss“

Gruppenübung

Löse die folgenden Differentialgleichungen:

Aufgabe G1 (Trennung der Veränderlichen)

y′ =
1 + y2

x
, x 6= 0 .

Lösung: Die Funktion 1 + y2(x) hat keine Nullstelle, es gibt also keine konstante Lösung. Nicht-
konstante Lösungen: ∫

y′(x)
1 + y2(x)

dx =
∫

dx

x
⇒

∫
dy

1 + y2
=

∫
dx

x

arctan y(x) = ln |x|+ ln c = ln c|x|, c > 0
y(x) = tan(ln c|x|).

Für jedes c ist die Lösung auf jedem Interval (1/c · e−π/2+πk, 1/c · eπ/2+πk) definiert.

Aufgabe G2 (Ähnlichkeitsgleichung)

y′ =
x + y

x
, x 6= 0 .

Lösung:

y′ =
1 + y(x)

x

1
.

Substitution: z(x) =
y(x)
x
⇒ y′(x) = z′(x)x + z(x).

z′(x)x + z(x) = 1 + z(x);

z′(x) =
1
x

;

z(x) = ln |x|+ c;
y(x) = xz(x) = x(ln |x|+ c).

Aufgabe G3 (Variation der Konstanten)
xy′ − 2y = 2x4.
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Lösung:

y′(x) =
2y

x
+ 2x3, x 6= 0;

yh(x) = c · elnx2
= cx2;

y0(x) = x2

∫
2x3 1

x2
dx = 2x2

∫
x dx = x4;

y(x) = yh(x) + y0(x) = cx2 + x4.

Aufgabe G4 (Bernoullische Differentialgleichung)
y′ +

y

x
= x2y4, x 6= 0 .

Lösung:

y′ = −y

x
+ x2y4, n = 4;

z(x) = (y(x))−3, y(x) 6= 0.

Durch diese Substitution geht die triviale Lösung verloren. Das sollen wir am Ende berücksichtigen.

z′(x) = −3 · −1
x

z(x) + (−3)x2;

z′(x) =
3
x

z(x)− 3x2;

zh(x) = ce3
R

dx
x = cx3;

z0(x) = |x|3
∫

(−3x2)
1
|x|3

dx = −3|x|3
∫

1
|x|

dx = −3x3

∫
1
x

dx = −3x3 ln |x|;

z(x) = x3(c− 3 ln |x|).

Daher sind
y(x) = (z(x))−

1
3 =

1
x(c− 3 ln |x|)1/3

und y(x) ≡ 0

die Lösungen.

Hausübung

Löse die folgenden Differentialgleichungen:

Aufgabe H1 (Trennung der Veränderlichen)
(3 Punkte)

y′ =
x2y2

(x− 2)
, x 6= 2.

Lösung: Die konstante Lösung ist y(x) ≡ 0, x 6= 2. Für x 6= 2, y 6= 0 gilt
∫
x2dx
x−2 =

∫ dy
y2

.∫
x2dx

x− 2
=

∫
(x2 − 4)dx

x− 2
+

∫
4dx

x− 2
=

∫
dy

y2
⇒

⇒
∫

(x + 2)dx + 4 ln |x− 2|+ c = −1
y
.
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Also ist die allgemeine Lösung

y(x) = − 1
x2

2 + 2x + 4 ln |x− 2|+ c
, c 6= −(

x2

2
+ 2x + 4 ln |x− 2|) und y(x) ≡ 0.

Aufgabe H2 (Variation der Konstanten)
(3 Punkte)
Bestimme die Lösungen des Anfangswertproblems y′x + y = 1 + x mit x > 0 und y(1) = 5

2 .

Lösung:

yh(x) = cx−1,

y0(x) = x−1

∫
1 + x

x
x dx = x−1

∫
(1 + x)dx = x−1(x +

x2

2
) = 1 +

x

2
;

y(x) = cx−1 + 1 +
x

2

y(1) = c +
3
2

=
5
2
⇒ c = 1 .

Die Lösung des Anfangswertproblems:

y(x) = x−1 + 1 +
x

2
.

Aufgabe H3 (Riccatische Differentialgleichung)
(4 Punkte)

x2y′ + xy + x2y2 = 4, x > 0.

Hinweis: Spezielle Lösung u(x) = 2
x , x > 0.

Lösung:

y′ = −y

x
− y2 +

4
x2

, x > 0.

Spezielle Lösung: u(x) = 2
x . y(x) = u(x) + v(x), wobei v ist die Lösung der Bernoullischen

Gleichung v′(x) = [− 1
x − 2 · 2

x ] · v− v2 = − 5
x v− v2. Transformation zur Bernoullischen Differenti-

algleichung:

z(x) = (v(x))−1,

z′(x) =
5
x

z + 1,

zh(x) = ce5
R

dx
x = cx5,

z0(x) = x5

∫
x−5dx = x5 x−4

−4
= −1

4
x,

z(x) = z0(x) + zh(x) = cx5 − 1
4

x,

v(x) =
4

cx5 − x
,

y(x) =
2
x

+
4

cx5 − x
;
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