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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Flidcheninhalt)
Berechne den Oberflicheninhalt desjenigen Teils des Paraboloids z = 22 + 2, der zwischen den
Ebenen z = 0 und z = 4 liegt.
Losung:
S={(x,y,2) eR* | z=2"+¢*}, D={(a,y) eR*|2® +y* <4}.

z

Fliicheninhalt: (S f do = f \/1 2 )2d(w,y).
Hier haben wir das Ergebmb aus U2 H2 b) angewendet.

2 =2z, 2 =2y.

T

Einfiihrung der Polarkoordinaten: © = rcos, y = rsing, ¢ € (0,2x), r € (0,2).
Dann gilt

2T
I(S) = / /\/14—47"2 rdrdcp—27r/ V1 +4r2. 2 d(1 + 4r?)

T 2 3 |2
= T f144?3 | =
7 30+

6(173/2 —1).
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Aufgabe G2 (Satz von Stokes in R? und in R3)
. zy +1
(a) Sei Q= {(z,y) €R?: 0<2<1,0<y <1} und f(a,y) = ( giey ) Berechne [, f(s) - ds

mit Hilfe des Satzes von Stokes in R2.

(b) Seiv(z,y,z) = (—y® a3, —z%) ein Vektorfeld. Bestimme [, v(s) - ds mit Hilfe des Satzes von
Stokes in R3, wobei 05 die Schnittkurve des Zylinders 22 +4? = 1 mit der Ebene 2 4+y+2 = 1
ist.

Loésung:

(a) Mit dem Stokesschen Satz in R?:

Sei y(t) eine Parametrisierung des Randes. 7 : R — R2.

. Satz 0 y 0
mf(s)'ds = mf(’Y(t))W(t)dt = /Q(—(%(e)—%(&"erl))dxdy

1,1 1
= - rdrdy = ——.
Jo =

(b) Mit dem Stokesschen Satz in R3:

/v ~ds = /(rotv -n)dr, rotv=V xv=(0,0,3(z%+y*)T.
oS S
Die Parametrisierung von S (S ist der vom Zylinder ausgeschnittene Teil der Ebene) ist

x
F(z,y) = y : K — R?,
l—z—-y
wobei
K ={(z,y) € R?:2? + y*> <1} - Einheitskreisscheibe.

— FexBy 1 T . 2 i
Der Normalenvektor n = ”szFZ” = \/5(1, 1,1)*. Also gilt (nach Ubergang zu den Polarko
ordinaten)

/v(s) ds = /(rotv,Fx x Fy)dxdy = 3/(332 +y?)dady = gﬂ'
oS K e

Aufgabe G3 (Satz vom Gauss)
Man nennt den Punkt (z,y, z) eine Quelle bzw. Senke, wenn divv(x,y, z) > 0 bzw. dive(z,y, z) < 0
ist. Das Vektorfeld v heifit quellenfrei, wenn tiberall dive = 0 gilt.

Bestimme den Fluss (faK v- nda) des Feldes v(z,y,2) = (22,2 +y,0)T durch die Oberfliiche der
Kugel K: 2% + 32 + 22 < r? (von innen nach aufien). Hat v Quellen oder Senken?

Losung: Der Fluss des Feldes v durch die Oberfliche der Kugel (von innen nach aufen) betrigt
(nach Ubegang zu Kugelkoordinaten)

or /2 1
/(v-n)da:/divvdv:/dv:/ / /PQCOSdedgodH
oK 4 A b

r /2
= 27T/P2dp / cosf df = 2?7T7“3(Sin9)[/ﬂ_2/2 _ 4%7'3
0 —x/2

divv(z,y,z) =1 > 0 = v hat die Quellen in jedem Punkt.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Flicheninhalt)
(3 Punkte)
Durch den iiber dem Rechteck D = {(z,2) : =1 < z < 1, 0 < z < 2} liegenden Teil des
Zylinders y? + 22 = 4 sei das Flichenstiick S in R3 gegeben. Berechne das Oberflichenintegral von
p(z,y,2) = y? iiber S. (Den erhaltenen Wert kann man z.B. als die Masse des Zylinderteilstiicks

mit der Dichte p interpretieren). Hinweis: [ va? — 2% dz = §va? — 2% + % arcsin£ +¢, a>0.

z
KEV/ 1 o
Lésung: y (1P)

S = {(ﬂf% )Iy

N

4— 22, (x,y) € D}(1P).

_1
2,

yz_o
/pda = / \/1—1— d(z,y)(1P)

1 2 1
= 2/ dx/ dy\/4—x2:4/ V4 —a22dx
-1 Jo -1
= 4(%\/4—.%2\1_1+2arcsin§]1_1)
4 8
4(\/§+§):4\/§+§

n

Aufgabe H2 (Satz von Stokes in R? und in R3)
(343 Punkte)

(a) Sei Q = {(x,y) € R? : 22 < y, 9% < a:} und ein Vektorfeld f : R? — R2? f(z,y) =
(z + 52, 22 — 22y)T gegeben. Berechne faﬂ - ds.
(b) Sei ein Vektorfeld v = (z, x4y, v +y+2)T gegeben. Berechne die Zirkulation von v: [;4v-dS
lings der Schnittkurve 95 der Sphire 2% + y? + 22 = 1 mit der Ebene z = v/3/2.
Loésung:
(a) (IP) fiwrs Bild. f(z,y) = (P(z,y), Q(z,y))"

Satz c")Q oP
| s 2 [(GE - Camayip)
Q

1 e
= / dm/ (22 — 2y — 2y)dy(1P)
0 x2

1 1
= 2/ (:cy—y2)|z:\/25dx:2/ (zvz — 2z — 23 + 21)dz
0 0

2 1 1 1 2 1 1 1 3
— 2(5175/2—51‘2 4$4+5$5)|0 2( 77777 _’_7):_7'
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(b) Die Projektion K von S auf zy—Ebene ist eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt (0,0) und
Radius 1/2, da 22 +y? =1 — (v/3/2)? = 1/4 ist (1P).

1 0
/ v - ds 22 /(rotv -n)do(1P) = /rotv -egdxdy = / -1 0 | dedy(1P) = /4.
as S 1 1

K K

Aufgabe H3 (Satz von Gauss)

(3 Punkte)
Berechne den Fluss des Feldes v = (zy?,2%y,y)T durch die Oberfliiche des Zylinderabschnitts

B ={(z,y,2): 2> +y> <1, —1 < z < 1}. Bestimme die Quellpunkte von v.
2

Ty
Losung: Der Fluss des Feldes v = | 22y | durch die gesamte Oberfléiche S des Zylinderabschnitts
Yy
B betrigt
/(v ‘n)ds = /(divv)dv = /(x2 + 4?)dxdydz = 7(2P).

B

o

S
Da dive = 22+y? > 0 fiir (z,y) # (0,0) gilt, ist jeder Punkt auBerhalb der z-Achse ein Quellpunkt
(1P).



