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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Polarkoordinaten)
Substituiere Polarkoordinaten (r,$) zur Berechnung des Integrals [, f(z,y)d(z,y) mit

(a) G={(z,9): 2> +y* <a® a>0}

b) G={(r,y): a> <22 +y?><V? y>0, 0<a<b},

() G=A{(z,y): 2*+y* <az, 0<a}.
Loésung;:

(a) Jo Fla,y)d(a,y) = [7 dg [§ f(r cos g, rsinp)rdr.

(b) Jg fla,y)d(x,y) = [ dp [} f(r cos o, rsin)rdr.

(¢c) G ist eine Kreisscheibe mit dem Radius a/2 und Mittelpunkt (a/2,0). Fiir jedes ¢ gilt

0 < r < acosp. Daher gilt [, f(z,y)d(z,y) = fﬂ7/52 do [3 7 f(rcos p,rsinp)rdr.

Aufgabe G2 (Einige dreidimensionale Korper)

Verwende eine passende Substitution, um das Volumen fV d(z,y, z) der folgenden dreidimensio-
nalen Korper zu berechnen:

(a) V={(z,y,2): 22 +9?>+22<a? >0, y>0, a>0},

(b) V={(z,9,2): 2> +y* <2 0<2<a, a>0},

() V={(z,y,2): 2 +y*><a? 0<z<b, 0<a,b},

(d) V=A{(z,y,2): 2 +y*<2%, 0<z<a, 0<a}.

Loésung:

(a) V stellt ein viertel Wassermelone dar. Hier werden Kugelkoordinaten verwendet: [, d(z,y,z) =
Jo dep [715,d6 [ r® cos fdr = 78,

(b) V ist ein Paraboloid mit der Héhe a. Wir verwenden Zylinderkoordinaten: [, d(x,y,z) =
Jo dz 027r do fo‘/g rdr = ”T“Q

(c) V ist ein Zylinder mit dem Radius a und mit der Hohe b. Hier ist es natiirlich auch Zylin-
derkoordinaten zu verwenden: [, d(z,y,z) = fé) dz 027T deo [y rdr = mab.
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(d) V ist eine umgedrehte Kegel mit der Hohe a. Hier verwenden wir auch Zylinderkoordinaten:
a 27 z a3
Jyd(z,y,z) = [ dz [," do [ rdr = T5-.

Aufgabe G3 (Linge eines Weges)
Betrachte den Weg
a: [-1,1] = R?, a(t) = (12, 1).

a) Skizziere die zum Weg gehérende Kurve a.

b) In welchen Punkten a(t) gilt o/(¢) # (0, 0) ?

c¢) Berechne die Linge der Kurve a.

Hinweis: Beachte [ zva? + 22 dz = (1/3)+/(a® + 22)3
Lésung: b) o/(t) = (2t, 3t2).

In allen Punkten ausser dem Nullpunkt gilt o/(t) # (0,0).

c)
1 1 1 1
:/ Ho/(t)]dt:/ \/(2t)2—|—(3t2)2dt:/ || \/4+(3t)2dt:2/ t\v/4+ (3t)2dt =
-1 -1 -1 0

6/01 t\/(2/3)2 4+ t2dt = 24/((2/3)2 + t2)3]5 = 21/((4/9) +1)3 — 21/(4/9)3 =
(13/9)3 — 2(2/3)% = (26/27)V13 — 16/27.

Aufgabe G4 (Wegintegrale skalarwertiger Funktionen)
In einer Junggesellenwohnung, deren Fuflboden wir uns als die Halbebene

H={(z,y) €R? | z > 0}

vorstellen, hat sich vor der Wand x = 0 eine Staubschicht angeh&uft, deren Hohe h(z,y) = 2™
betrégt (in Millimetern, an der Stelle (z,y) € H, wobei x,y in Metern gemessen seien). Der junge
Mann bewegt den Staubsauger wihrend einer Sekunde geradlinig auf einer Strecke I' vom Punkt
(2,0) nach (1,1). Zur Zeit t € [0, 1] befinde sich die Diise des Saugers an der Stelle

v(t) == (2 — 2, %).

Das momentan pro zuriickgelegter Wegstrecke beim Passieren des Punktes (z,y) € I' aufgenom-
mene Volumen Staub betrage f(z,y) = 0,2 h(z,y) (in Liter pro Meter). Berechne das Gesamt-
volumen Staub, das ldngs der Strecke I' eingesaugt wird.

Loésung: Das gesuchte Volumen ist

/f NI (#)lldt = 0,4 - f/ “C) L 9tdt = 0,4 V2e 2§ = 0,4 V2e (e - 1).

Hausiibung

Aufgabe H1 (Masse eines Korpers)
(4 Punkte)
Die Masse m eines Koérpers V' € R? mit der Massendichte p(z,y, z) : R — R wird mit Hilfe des

folgenden Integrals bestimmt:
m = /V p(x,y,2)d(z,y, 2).

Bestimme die Masse des Kérpers V = {(z,y,2) € R? : 22452422 < 1,z > 0} mit der Massendichte
1
a > 0.

p= aty/z2+y2 422’
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Losung: Wir betrachten Kugelkoordinaten (1P), d.h. die Transformation
h: [0, 00[x[0, 27 [x[-7/2, /2] — R3, h(r,p,0) = (rcospcosf,rsingcosf, rsinf)l.

Es gilt det(J,(r, ,0)) = r?cos§. Nach der Koordinatentransformation: p(h(r,,0)) = 1/(r + a).
(1P) Dann gilt:

T/2 r2m /2 1,2
m = / x,y,z)d(x,y, z / / / ! cos&d dpdf(1P) = 27r/ cos 0df T:_adr =
0

a? 1+a
27T/0( o Ydr =27(1 — a4+ a?In " ).(1P)

Aufgabe H2 (Zylinderkoordinaten)
(5 Punkte)
Bestimme das Volumen, welches innerhalb des Zylinders {(x,y,2) € R3 : 22 + 32 < 4}, iiber der
Ebene z = 0 und unterhalb des durch die Gleichung (x + 2)? 4+ y? = 4z gegebenen Paraboloids
liegt.
Losung: Wir benutzen Zylinderkoordinaten (1P), d.h. die Transformation

h : [0, 00[x[0, 27[xR — R3, h(r,p,z) = (rcos(p), rsin(p), z)T

mit det(Jy(r, ¢, 2)) = r. Die Hohe des Korpers in kartesischen Koordinaten kénnen wir direkt aus
der Aufgabenstellung ablesen: 0 < z < 1(z + 2)? + 1y? (1P). In Polarkoordinaten:

(x+22+1y2 =42 & (rcosp+2)2+r?sin?p =4z
1
& z= 1r2+rcosg0+ 1.(1P)

Dann ist das gesuchte Volumen:
2 ir2+r cos p+1

T Ay

0

2 2 2
1 ) =27
:// il +rcosp+1)rdedr / —r3p 4+ r?sing + ro dr
0 $=0
2

/ —73 +2r7r dr:[gr4+7r7“} 0—67r(1P)
0

Aufgabe H3 (Ein Wegintegral)
(3 Punkte)
Es sei W der Weg von (0,0) nach (1,0), der sich aus dem durch X (t) = (¢2,¢) mit ¢ € [0, 1] para-
metrisierten Weg W; und dem Geradenstiick Ws von (1,1) nach (1,0) zusammensetzt Berechne

das Wegintegral
/ F-dX
w

F(z,y) = 22y — 2%, = +y?).

fiir das Vektorfeld
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Losung: Xi(t) = (12, 1), t € [0,1], Xao(t) = (1,1 —1),t €[0,1] (1P)
/F-dX: FdX1+/ FdX, =
w Wy Wa
1 1
/ (23 — t1,2t%) - (2t,1) dt + / (2(1—=t) =1, 1+ (1 —1)?))-(0,-1)dt(1P) = (1P)
0 0

1 1
/4t4—2t5+2t2—1—(1—t)2dt:/ —2% 4 4t % 42t — 24t =
0 0

(—(1/3)t% + (4/5)t° + (1/3)t3 + t2 — 2t)L_, = —(1/3) + (4/5) + (1/3) + 1 — 2 = —1/5(1P).



