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1 Zahlen

1.1 Die natiirlichen Zahlen
Am Beginn aller Mathematik steht das Z&hlen:

1,2,3,4,....
Fiir die Menge der natiirlichen Zahlen vereinbaren wir die Bezeichnung
N=1{1,234,...}.

Unter einer Menge verstehen wir allgemein eine Zusammenfassung einzelner Ob-
jekte zu einem Ganzen. Diese Objekte heiflen FElemente der Menge. Ist a ein
Element der Menge A, so schreiben wir a € A. Ist jedes Element einer Menge A
auch Element einer Menge B, so heifit A Teilmenge von B (in Zeichen: A C B).
Zwei Mengen A und B heiflen gleich, wenn A C B und B C A. Schliellich heif}t
eine Menge, die keine Elemente enthélt, die leere Menge. Wir bezeichnen sie mit

0.

Beispielsweise ist also 5 € N und 7 € N, aber 5/7 ¢ N, und die Menge der
natiirlichen Zahlen grofler als 10 ist eine Teilmenge von N:

{neN:n>10} CN.

Natiirliche Zahlen lassen sich addieren und multiplizieren, und das Ergebnis
ist wieder eine natiirliche Zahl. Man sagt auch: N ist abgeschlossen bzgl. Ad-
dition und Multiplikation. Die dabei geltenden Rechengesetze (Kommutativ-,
Assoziativ- und Distributivgesetz) sind uns bekannt. Wir kommen auf diese Ge-
setze in Abschnitt 1.2 zuriick. Man beachte, dass Gleichungen wie

T+x=5 T-x2=5 a°=2 2°4+1=0

keine Losungen im Bereich der natiirlichen Zahlen besitzen, was uns auf das
Problem der Zahlbereichserweiterung fithren wird.
Eine wichtige Eigenschaft der Menge der natiirlichen Zahlen ist die folgende:

Jede nichtleere Teilmenge von N hat ein kleinstes Element.

Es gibt also z.B. eine kleinste Primzahl, und es gibt eine kleinste natiirliche
Zahl, deren Quadrat grofer als 1000 ist. Diese Eigenschaft ist Grundlage fiir das
Verfahren der vollstdndigen Induktion, mit dem sich Aussagen beweisen lassen,
die von einer natiirlichen Zahl n abhéngen, wie z.B.

Fiir alle n € N gilt 2" > n.

Verfahren der vollstindigen Induktion Fiir jedes natiirliche n € N sei eine
Aussage A(n) definiert. Man zeigt, dass
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o A(1) richtig ist (1. Schritt, Induktionsanfang) und dass

o aus der Annahme, dass A(n) richtig ist, die Giltigkeit von A(n + 1) folgt
(2. Schritt, Induktionsschritt).

Dann gilt A(n) fiir jedes natiirliche n.

Warum funktioniert dieses Verfahren? Um das zu verstehen, nehmen wir an, dass
die Aussage A(n) nicht fiir alle n € N gilt (ein solches Vorgehen nennt man auch
indirekt). Die Menge der natiirlichen Zahlen n, fir die A(n) nicht gilt, ist also
nicht leer, und sie hat daher ein kleinstes Element, das wir ng nennen. Die Zahl
ng ist also die kleinste natiirliche Zahl, fiir die A(n) nicht gilt. Da wir aus dem 1.
Induktionsschritt wissen, dass A(1) gilt, ist ny > 1. Dann ist no—1 eine natiirliche
Zahl, und die Aussage A(ny — 1) ist wahr. Im zweiten Induktionsschritt haben
wir aber gesehen, dass aus der Giiltigkeit von A(ny — 1) die von A(ng) folgt.

Wir haben damit einen Widerspruch erhalten: unsere Annahme war, dass A(n)
nicht gilt, aus den Induktionsschritten folgt aber, dass A(ng) gilt. Dieser Wider-
spruch 148t sich nur so auflésen, dass unsere Annahme falsch war. Wenn man die
beiden Induktionsschritte nachweisen kann, gilt A(n) also tatsdchlich fiir jedes
n € N. n

Zeigt man den Induktionsanfang nicht fiir n = 1, sondern fiir eine natiirliche
Zahl n = ny, so folgt aus dem Induktionsschritt die Giiltigkeit von A(n) fur alle
n > ny. Das Verfahren der vollstdndigen Induktion benutzt man oft auch fiir die
etwas groflere Menge

No :={0,1,2,3,...}
der um die Zahl 0 erweiterten natiirlichen Zahlen. Gilt A(0), so folgt aus dem
Induktionsschritt die Giiltigkeit von A(n) fiir alle n € Ny.

Beispiel 1: Summe der ersten n natiirlichen Zahlen
Wir wollen uns die folgende Aussage klarmachen:

- 1
Fiir jedes n € N ist Z k= §n(n +1) (=A(n)).
k=1

Dabei haben wir die Summenschreibweise

n

Zak=a1+a2+"'+an
k=1

benutzt.

Induktionsanfang Die Aussage A(1) lautet

1
E:k:§ML+D bzw. 1=1

1
k=1



und ist offensichtlich richtig.
Induktionsschritt Sei A(n) wahr. Dann ist

n+1

§:k—§:k+-n+ W;i)+0%%nz(n+1§n+%7

d.h. es gilt auch A(n + 1). Damit ist die Giiltigkeit von A(n) fiir alle natiirlichen
Zahlen n gezeigt. |

Beispiel 2: Summe der ersten n + 1 Glieder einer geometrischen Reihe
Sei ¢ # 1 und n € Ny. Dann gilt

Zq LT ),

1-q

Induktionsanfang A(0) ist die Aussage 1 = 1 und offenbar wahr.
Induktionsschritt Ist A(n) wahr, so ist

n+1 n 1— qn+1
S = S gt= : L gt
—q
k=0 k=0
1— qn+1 + qn—i-l(l _ Q) B 1 — qn+2
1—q o l-gq
d.h. A(n + 1) ist wahr. u

Beispiel 3: Bernoullische Ungleichung
Sei x > —1 und n € Ny. Dann gilt

1+z2)">14+nz  (ZA(n)).

Induktionsanfang A(0) lautet 1 > 1 und ist wahr.
Induktionsschritt Ist A(n) wahr, so ist

(1 + I)ﬂ—f—l

(1+2)"(1+x)

> (14 nx)(1+x) (hier benutzen wir A(n))
= l4+nr+z+nz’=1+(n+1)z+na?
> 1+ (n+1Dz (dana®>0).

1.2 Die reellen Zahlen

Wir stellen uns reelle Zahlen zunéchst als (nicht unbedingt abbrechende) Dezi-
malbriiche vor, etwa
m=3.14159...



Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R. Offenbar sind N und Nj
Teilmengen von R. Weitere fiir uns interessante Teilmengen sind die Menge der

ganzen Zahlen
z={..,-2,-1,0123,...}

sowie die Menge der rationalen Zahlen
Q={x€R: x=p/qmit p € Z,q e N}

Dabei gilt
NCNyCcZcCQCcCR.

Reelle Zahlen, die nicht rational sind, heiflen irrational.

Rationale Zahlen entstehen also als Quotienten ganzer Zahlen (wobei wir
natiirlich nicht durch 0 dividieren). Berechnet man diese Quotienten mit dem

iiblichen Divisionsverfahren, so erhélt man einen abbrechenden Dezimalbruch
9 _

wie £ = 1.8 oder einen periodischen Dezimalbruch wie
U5 0, 1161616... = 0,176
500 — % ...=0,116.

Umgekehrt entspricht jeder periodische Dezimalbruch einem Quotienten ganzer
Zahlen, den man wie folgt gewinnen kann: Ist z.B. = 1,231, so ist

1000z = 1231,31 = 1231,313131...,
3

L,
10z = 12,

I = 12,313131...,

und Subtraktion liefert

1219
990x = 1219 bzw. 2 = ——.
x IW. T 990

Betrachtet man die abbrechenden Dezimalbriiche als Dezimalbriiche mit der Pe-
riode 0, so kénnen wir festhalten:

Die rationalen Zahlen sind gerade diejenigen reellen Zahlen, die durch
periodische Dezimalbriiche dargestellt werden konnen.

Entsprechend werden die irrationalen Zahlen durch nichtperiodische Dezimal-
briiche wie 0.101001000100001 ... dargestellt.

Wenden wir das oben beschriebene Verfahren auf z = 0.9 = 0,999... an, so
erhalten wir wegen 10x = 9,9, dass 92 = 9 bzw. = 1. Die Gleichheit

0,999... =1

ist kein Widerspruch. Sie zeigt nur, dass verschiedene Dezimalbriiche ein und
dieselbe reelle Zahl darstellen konnen. Mochte man eine eindeutige Darstellung
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reeller Zahlen durch Dezimalbriiche erzwingen, so mufl man die Periode 9 (oder
die Periode 0) verbieten.

Will man Analysis betreiben, so ist die naive Vorstellung von reellen Zahlen als
Dezimalbriichen nicht ausreichend. Andererseits ist ein systematischer Aufbau ei-
ner Theorie der reellen Zahlen recht schwierig. Wir beschréinken uns daher darauf,
ein System von Axiomen zusammenzustellen, die von der Menge der reellen Zah-
len erfiillt werden und auf die wir im weiteren stets zuriickgreifen. Unter einem
Axiom versteht man dabei eine als wahr anerkannte oder als wahr angenommene
Aussage, die nicht auf einfachere Aussagen zuriickgefithrt werden kann.

Auf R gibt es zwei Rechenoperationen: die Addition + und die Multiplikation -,
die je zwei reellen Zahlen a, b die reellen Zahlen a + b und a - b zuordnen. Dabei
sollen die folgenden Regeln gelten:

Korperaxiome

(Al) a+b=b+a (Kommutativgesetz)

(A2) (a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativgesetz)

(A3) Es gibt eine Zahl 0 € R, die Null, mit a + 0 = a fiir alle a € R.
(A4) Zu jeder Zahl a € R gibt es eine Zahl —a € R mit a + (—a) = 0.
(A5) ab=ba (Kommutativgesetz)

(A6) (ab)c = a(bc) (Assoziativgesetz)

(A7) Es gibt eine Zahl 1 € R mit 1 # 0 mit a - 1 = a fiir alle a € R.

Diese heifit Fins.
(A8) Zu jeder Zahl a € R mit a # 0 gibt es eine Zahl a™' € R mit a-a™! = 1.
(A9) a-(b+c)=ab+ac (Distributivgesetz)

Die Axiome (A1)—(A4) bilden die Rechenregeln fiir die Addition und (A5)—(A8)
die fiir die Multiplikation. (A9) regelt die Beziehungen zwischen Addition und
Multiplikation. Die Bezeichnung Korperariome kommt daher, dass eine Menge
mit zwei Operationen + und -, fiir die die Regeln (A1)—(A9) gelten, ein Kdrper
heifit. Also ist R (genau wie Q) ein Korper.

Aus diesen Axiomen lassen sich alle weiteren Rechenregeln wie a -0 = 0 ableiten.
Wir werden das nicht tun, sondern vermerken lediglich die folgenden Aussagen
iiber das Losen von Gleichungen.

Folgerung 1.1 Seien a,b reell. Dann gibt es genau ein x € R mit
a+x=>o.

Warum? Nun, wir miissen uns iiberlegen, dass es eine solche Zahl x gibt und dass
sie eindeutig bestimmt ist. Die Existenz einer Zahl mit bestimmten Eigenschaften
kann man zeigen, indem man eine solche Zahl einfach angibt. In unserem Fall ist



das einfach. Fiir x := (—a) + b ist ndmlich

A4)

2 (a+(—a))+b(— 040 p10y,

a+z=a+ ((—a)+0)
Die Eindeutigkeit ergibt sich z.B. so. Ist x eine Zahl mit a + x = b, so ist
r=24+0=04+2=((—a)+a)+z=(—a)+ (a+x)=(—a)+b,
d.h. es ist notwendigerweise x = (—a) + b. n
Folgerung 1.2 Seien a,b reell und a # 0. Dann gibt es genau ein v € R mit
a-x=>.
Die Losung ist natiirlich die Zahl # = a~'b. n
Auf R ist auflerdem eine Ordnung < erklért. Fiir diese soll gelten:

Ordnungsaxiome

(A10) Es gilt genau eine der Beziehungen a < b,a = b oder b < a.
(A1l) Ausa<bund b < cfolgt a <c (Transitivitit).

(A12) Aus a < b folgt a+ ¢ < b+ c fiir alle ¢ € R.

(A13) Aus a < b folgt ac < be fiir alle ¢ € R mit ¢ > 0.

Auflerdem vereinbaren wir die folgenden Schreibweisen:

a<b, wenna<b odera=>o
a>0b, wennb<a
a>b, wennb < a,

und wir nennen a € R
e positiv, wenn a > 0,
e negativ, wenn a < 0, und

e nichtnegativ, wenn a > 0.

Schliefflich fithren wir Bezeichnungen fiir Intervalle ein. Fiir a < b sei

[a,0] :={reR:a<z<0b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) =={reR:a<az<b}

={reR:a<z<b}
={reR:a<x<b} offenes Intervall.

} halboffene Intervalle

Aus den Ordnungsaxiomen folgt beispielsweise, dass man Ungleichungen addieren
und unter bestimmten Bedingungen auch multiplizieren darf:
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e Ausa <bund c < d folgt a+c<b+d.
e Aus0O<a<bund 0 < ¢ < d folgt ac < bd.

Dagegen kehrt sich bei Multiplikation einer Ungleichung mit einer negativen Zahl
die Ordnungsrelation < um:

e Aus a < bund ¢ < 0 folgt ac > be.

Archimedisches Axiom

(A14) Zu beliebigen positiven reellen Zahlen z,y gibt es ein n € N so, dass
n-r>y.

Dieses Axiom wird z.B. beim Beweis einiger Konvergenzaussagen benutzt. Es
besagt, dass man eine (moglicherweise sehr kleine) positive Zahl nur hinreichend
oft zu sich selbst addieren muf}; um eine beliebige (sehr grofie) Zahl zu tibertreffen.

Die Axiome (A1) — (A14) gelten auch fiir die rationalen Zahlen. Erst das folgende
Axiom charakterisiert die reellen Zahlen vollstandig. Dieses Axiom ist fiir die
Analysis besonders wichtig. Vor seiner Formulierung miissen wir einige Begriffe
einfiihren.

Ist M eine Teilmenge der reellen Zahlen und k eine reelle Zahl so, dass m <
k fir alle m € M, so heiit M nach oben beschrdnkt, und k heiflt eine obere
Schranke fiiv M. Ist k eine obere Schranke fiir M und gibt es keine kleinere obere
Schranke fiir M, so heifit k£ das Supremum von M, und man schreibt & = sup M.
Analog erkldart man die Begriffe nach unten beschrinkt, untere Schranke und
grofite untere Schranke. Besitzt M eine grofite untere Schranke, so heifit diese
das Infimum von M, und wir schreiben inf M dafiir.

Beispiele Fiir M := {x € R : z < 2} ist 3 eine obere Schranke und 2 die kleinste
obere Schranke. Es ist also M nach oben beschrinkt und sup M = 2. Auch fiir
M :={reR:z<2}ist supM' =2. o

Das Supremum einer Menge M muf} also nicht zu M gehoren. Wenn es dazu
gehort, nennen wir es das Mazimum von M und schreiben max M statt sup M.
Gehort das Infimum einer Menge zur Menge, so nennen wir es das Minimum
und schreiben min M statt inf M. Fiir die Mengen im Beispiel ist also 2 das
Maximum von M, wihrend M’ kein Maximum besitzt. SchlieBllich heifit eine
Menge beschrdnkt, wenn sie nach oben und unten beschrankt ist.

Vollstiandigkeitsaxiom

(A15) Jede nichtleere und nach oben beschrénkte Menge reeller Zahlen besitzt
ein Supremum.



Wir iiberlegen uns, dass dieses Axiom in der Menge der rationalen Zahlen nicht
gilt. Dazu betrachten wir die Menge

M = {1,1.4,1.41,1.414,1.4142, .. .},

die entsteht, indem wir die Dezimalbruchentwicklung von v/2 an der nullten,
ersten, zweiten, ... Stelle nach dem Komma abbrechen. Dann ist M eine Menge
rationaler Zahlen, deren Supremum in R gleich /2 ist. Um zu zeigen, dass diese
Menge kein Supremum in Q hat, miissen wir uns iiberlegen, dass /2 nicht rational
ist, also

V24Q. (1.1)

Dazu gehen wir indirekt vor, d.h. wir nehmen an, v/2 wére rational. Dann gibt
es natiirliche Zahlen m, n mit v/2 = =, die wir dariiber hinaus so wéhlen, dass
der Nenner n minimal wird. (Wir erinnern uns: jede nichtleere Teilmenge von N
hat ein kleinstes Element.) Dann ist

V2n m | quadrieren
2n? = m? | +2n% — 4mn + m?
4n? —4mn +m? = 2(m? — 2mn + n?)

m—mn)?.

~—~

(2n—m)* = 2

Wegen 1 < & < 2 ist n < m < 2n, d.h. 2n — m und m — n sind positiv.
Whurzelziehen liefert also

2n —m = V2(m —n)
bzw. /2 = 22%’: Der Nenner m — n ist aber kleiner als n, da ja 2n —m > 0.

Wir haben also eine Darstellung von v/2 mit kleinerem Nenner gefunden, was im
Widerspruch zu unserer Annahme steht. Die Annahme erweist sich so als falsch,
d.h. v/2 ist irrational. [

1.3 Die komplexen Zahlen

Die Tatsache, dass die Gleichung 22 + 1 = 0 keine Lésung im Bereich der reellen
Zahlen hat, zwingt uns dazu, den Korper der reellen Zahlen zu erweitern.

Definition 1.3 Die Menge C der komplexen Zahlen ist wie folgt erkldrt:

(a) FEine komplexe Zahl z ist ein geordnetes Paar (x,y) reeller Zahlen. Es heifft
x Realteil und y Imaginérteil von z, geschrieben: © = Rez und y = Im z.

(b) Zwei komplexe Zahlen z = (x,y) und w = (u,v) heiffen gleich, wenn x = u
und y = v, d.h. wenn Rez = Rew und Im z = Imw.

(¢) Die Summe der komplexen Zahlen z = (z,y) und w = (u,v) ist die komplexe
Zahl
z+w = (z+u, y+v),
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und thr Produkt st
2w = (ru—yv, xU+yYu) .

Es ist nicht schwierig (aber etwas miithsam) nachzurechnen, dass alle Kérperaxio-
me erfiillt sind. Die Menge C ist also ein Korper, und fiir komplexe Zahlen gelten
die gleichen Rechenregeln wie fiir reelle. Beispielsweise ist

e (0,0) das Nullelement, denn (z,y) + (0,0) = (z,y),
e (1,0) das Einselement, denn (x,y)(1,0) = (z,y),

o (—x,—y) die zu z = (x,y) entgegengesetzte Zahl —z, denn
(Jf,y) + <—ZE, _y) - (07 O) )

° (%ﬂﬂ, ﬁ) die zu z = (z,y) # (0,0) reziproke Zahl z=!, denn

2 2

(o) (5 ) = (et et ) = (1L0).

132—1-3/2’132—1-3/2 x2+y2 x2+y2 x2_|_y2 x2+y2

Dagegen ist auf C keine Ordnung erklirt, die die Ordnungsaxiome erfiillt!
Beispiel 1 Fiir komplexe Zahlen der speziellen Gestalt (z,0) und (u,0) ist
(,0) + (u,0) = (x +«,0) und (x,0)(u,0) = (2u,0).

Man erhélt in beiden Fillen eine komplexe Zahl der Gestalt (a,0), und die reelle
Zahl a wird wie im Reellen aus z und u berechnet. In diesem Sinn ist R in C
enthalten, und man schreibt statt (z,0) einfach . m

Beispiel 2 Die komplexe Zahl i := (0, 1) spielt eine besondere Rolle. Fiir sie ist
néamlich

i = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.

In C 148t sich also aus —1 eine Quadratwurzel ziehen! |

Mit diesen Vereinbarungen und Bezeichnungen fithren wir eine zweckméfBigere
Schreibweise fiir komplexe Zahlen ein: Wir schreiben z = (z,y) als

z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = (,0) + (y,0)(0,1) =z + yi.
Addition und Multiplikation sehen in dieser Schreibweise so aus:

(x+1iy)+ (ut+w) = (x+u)+i(y+v),
(x+1ay) - (u+iv) = (zu+iyiv)+ (xiv+iyu) = (zu — yv) + i(xv + yu),
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und die Division fiithrt man am besten so aus:
v+iy  (z+iy)(u—iv)  zu+yv+i(yu — av)
utiv  (u+v)(u—iv) u? + v? '

Wir haben also mit der Zahl v — iv erweitert. Allgemein nennen wir fiir jede Zahl
z = x + 1y die Zahl Z = x — 1y die zu z konjugiert komplexe Zahl. Dabei gilt

_ z+z z—Z
zZ =2z, ez 5 m z 5

21t 2=21+2, 2122 =212

So wie man R als Zahlengerade auffassen kann, ist es praktisch, sich C als eine
Zahlenebene vorzustellen, die oft Gaufische Zahlenebene heif3t.

y

y=Imz - - - - - - — z=(x,y) =z +iy

z = Rez

2= (2,—y) =2 — iy

Neben der Darstellung von z = (x,y) = = + iy in kartesischen Koordinaten ist
oft eine Darstellung in Polarkoordinaten r, ¢ vorteilhaft. Man beschreibt die Lage
von z also durch den Abstand r von z zur 0 und (fiir z # 0) durch den Winkel
@ von z mit der positiven reellen Achse. Wir messen diesen Winkel meist im
Bogenmaf$, d.h. 360°=27. Der Winkel ¢ ist nur bis auf additive Vielfache von 27
eindeutig bestimmt. Wir kénnen die Angabe von ¢ eindeutig machen durch die
Forderung 0 < ¢ < 27. Dann schreiben wir

p =arg z Argument von z # 0,
r=|z] Betrag von z.

Aus der Skizze konnen wir unmittelbar ablesen:

r = |z| =+22+y?* (Satz des Pythagoras),

r = Rez=rcosy, y=Imz=rsinep. (1.3)
Fiir den Betrag hat man die folgenden Eigenschaften:

12> =22, |2w|=lz]|w|, |z+w| < |2+ |wl|
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Diese Ungleichung heif$t die Dreiecksungleichung.

Z+w

0]

Man beachte, dass wir damit auch den Betrag einer reellen Zahl definiert haben,
der natiirlich mit dem aus der Schule bekannten Betrag iibereinstimmt:

fiir z € R.

x wennx >0
|2 = —xr wenn z <0

Es ist oft niitzlich, sich die Zahl |z — w| als den Abstand der komplexen Zahlen z
und w vorzustellen. So ist

{zeC: |z—-1|<2}

gerade die Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt 1 und dem Radius 2, und eine
Gleichung wie |z — u| = |z — v| (mit gegebenen Zahlen u,v € C) kann man wie
folgt 16sen: Wir suchen alle z € C, die von u und v den gleichen Abstand haben.
Die Losungsmenge ist also gerade die Mittelsenkrechte der Stecke, die u und v
verbindet.

U - Losungsmenge

Die Beziehungen (1.3) fithren uns auf die trigonometrische Darstellung einer kom-
plexen Zahl:

z2=x+ iy =7rcosp+irsing = |z|(cosp + isinp). (1.4)
Niitzlich ist die folgende (zunéchst rein formale) Vereinbarung:
Fiir o € R schreiben wir e 1= cos ¢ + i sin .
Beispielsweise gilt dann:

|€z<p| — 1’ 67,-0 — 1. 7 = _1’ ez7r/2 =, e27rz -1

Y Y

13



und wir konnen die Zahl z auch schreiben als
z=re¥ = |z]e"¥, (1.5)
was nichts anderes als die trigonometrische Darstellung ist.

Die trigonometrische Darstellung ist besonders geeignet fiir das Multiplizieren
(und damit fiir das Dividieren, Potenzieren und Radizieren) komplexer Zahlen,
weniger fiir die Addition. Das liegt an den Additionstheoremen

cos(a+ ) = cosa cosf — sina sin f,

sin(a+ 3) = sina cos + cosa sin 3.
Mit diesen kann man leicht nachrechnen, dass fiir z; = re®! und 2, = rye’? gilt
2125 = 11 ) = pyry(cos(p1 + @a) + i sin(pr + )

und AN - _ i
PR P = 5(008(901 — ¢2) + i sin(p1 — ¢2))
falls zo # 0. Man multipliziert also komplexe Zahlen, indem man ihre Betrige
multipliziert und ihre Argumente addiert. Insbesondere ist
€Y. ¥ =¢k?

k Faktoren

und hieraus bekommen wir die Moivresche Formel
(cos ¢ + i sing)" = cos(ky) + i sin(ke).

Einer der Griinde fiir die Einfithrung komplexer Zahlen war der Wunsch, unein-
geschrankt Wurzeln ziehen zu konnen. Dieses Ziel haben wir erreicht, wie der
folgende Satz zeigt:

Satz 1.4 Seia € C, a # 0 und a = re®. Dann hat die Gleichung 2" = a genau
n verschiedene komplexe Lisungen. Diese sind gegeben durch

ot 2kn 2k 2k
2 = {‘/Fez% = {l/F(cosé'O—i_n—7r +isin$)

mitk=0,1,...,n—1.

Mit der Moivreschen Formel kann man leicht zeigen, dass jede der Zahlen zj eine
Losung ist, und aus der Darstellung der Multiplikation in trigonometrischer Form
folgt, dass es keine anderen Losungen geben kann. (Wie?)

14



Beispiel Wir suchen alle Losungen von z* = —2 + 2i. Zuniichst bringen wir die
rechte Seite in trigonometrische Form. Es ist |—2 + 2i| = /22 + 22 = 24/2 sowie

&

—2 V2o
COSY = —F—== ——, s = =

2v/2 2 2V2

Da —2 4 2i im 2. Quadranten liegt, muss ¢ = arg(—2 + 2i) = —7r sein. Also ist

2

Njw

—2 42 = 2V/26117 = 23 ¢ia7

Y

und die Gleichung z* = —2 + 2i hat genau die folgenden Losungen:

20 = +/RelieT = \/g(COS—W—l—ZSIH?’W

?

—

5 = VBeits™ = 3 cos—7r+zs1n17r,

—_
[=>]

—_

9

—_

)
( )
2 = VBl = ¥B(cos 2+ isin )
( ).

8 i 27 8
Z3 = \/561167r = \/g COS—7T—|—ZSII1 7r

Z1

% Die Losungen bilden also die Ecken eines
Quadrats. Das ist kein Zufall. Allgemein bil-

i6T den die Losungen von 2™ = a die Ecken eines
V8 regelméfBigen n-Ecks. Die n Losungen von

2™ = 1 heiflen auch die n Finheitswurzeln.

u

Z3

15



2 Folgen und Reihen reeller Zahlen

2.1 Folgen und Grenzwerte

Definition 2.1 Ordnet man jeder natirlichen Zahl n eine reelle Zahl a,, zu, so
entsteht eine (unendliche) Folge (reeller Zahlen)

ay,as,as, . ...

Die a,, heiflen Glieder der Folge, und man schreibt die Folge als (ay), o oder
(an)p—, oder (an)nzl'

1 1 1

Beispielsweise ist (#)n>1 die Folge 1, 3, 5, g, - - - Der Index der Folgenglieder

muf} nicht unbedingt bei 1 beginnen:

1 1111
—— ) st die Folge =, =, —, —, ...
(n(n—l))nzzls CEUES Y 6 12 200

Die Vorstellung, dass sich die Folgenglieder einer bestimmten Zahl immer mehr
nahern, wird durch folgenden Begriff préazisiert.

Definition 2.2 FEine Folge (ay),~, reeller Zahlen heifit konvergent, wenn es eine
reelle Zahl a mit folgender Eigenschaft gibt: Zu jedem ¢ > 0 findet man ein
N(e) € N so, dass

la, —al <e fir allen > N(e). (2.1)

Die Zahl a heifst dann Grenzwert der Folge, und man schreibt

a= lim a, oder a, — a flirn — oc.

n—oo

Die Forderung (2.1) umschreibt man auch so: Fiir alle bis auf endlich viele Zahlen
n gilt die Ungleichung |a,, — a| < €. Anschaulich bedeutet Definition 2.2, dass im
Fall der Konvergenz und fiir ein beliebig vorgegebenes ¢ > 0 alle Glieder der
Folge ab einem gewissen Index in der e-Umgebung um a,

Usfa)={xeR:|jx—a|<e}=(a—¢e,a+¢)

liegen.

a—¢€ a a—+e R

Eine Folge, die nicht konvergiert, heifit divergent, und eine Folge, die gegen 0
konvergiert, heifit auch Nullfolge. Beispielsweise sind (n)n21 = 1,2,3,... und
((=1)")p>1 = —1,1,—1,1,... divergente Folgen.
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Beispiel 1 Wir betrachten die Folge

1 111 1
nn+1)) ), 2761272077

Das Verhalten der berechneten Folgenglieder legt die Vermutung nahe, dass die-
se Folge gegen 0 konvergiert. Wir wollen das bestétigen und wihlen dazu ein
beliebiges € > 0. Unsere Aufgabe ist es, eine Zahl N(g) zu finden, so dass

1 1
—— 0| =—=< fiir alle n > N(¢). 2.2
mYFy ‘ Y Py 5 tir alle n > N(e) (2.2)
Nun kann man daran denken, die Ungleichung —— < ¢ nach n umzuformen

n(n+1)
und so N(g) zu bestimmen. Das ist natiirlich unbequem. Zum Gliick miissen wir
aber gar nicht das kleinstmdogliche N (g) bestimmen, sondern nur irgend eins. Wir
schitzen daher erst nach oben ab:

1 1

— <
n(n+1) n?

und suchen nun N (e) so, dass

1 1
—_— < = fiir alle n > N(e). 2.
n(n—|—1)<n2<€ tir alle n > N(e) (2.3)

Nun ist n—12 < ¢ genau dann, wenn n? > % bzw. n > \/Lg Wir koénnen also fiir

N () irgendeine natiirliche Zahl wéhlen, die grofer ist als \/Lg Dann gilt (2.3) und

damit erst recht (2.2). Also ist lim,, n(++1) = 0, und nebenbei haben wir auch

lim,,_ # = 0 erhalten. [
Ahnlich kann man sich iiberlegen:
Beispiel 2 lim,, . n—l,c =0 firk>0.

Beispiel 3 Die Folge (2"),>; ist genau dann konvergent, wenn = € (—1, 1]. In
diesem Fall gilt

0 fallsze(-1,1)
lim 2" =
oo 1 falls x = 1.
Beispiel 4 lim /z =1  fiir alle z > 0,

n—0o0
n

lim “’—' —0  firallez € R.
n—oo M!

In allen betrachteten Beispielen haben wir fiir jede konvergente Folge nur einen
Grenzwert gefunden. Das ist kein Zufall.
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Satz 2.3 Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis Angenommen, (a,) ist eine Folge, die zwei Grenzwerte a und b mit a < b
hat. Wir wéhlen € = b_T“ Dann ist

e (3a—b7 a+b) T <a+b, 3b—a>'

2 2 2 2
Ue(a) Ue (b)
f I I I I
~— ~—
3a—b o a a+b b ¢ 3b—a
2 2 2

Aus der Definition des Grenzwertes folgt nun, dass — mit Ausnahme endlich vieler

— alle Folgenglieder kleiner als “T“’ sind (da sie in U.(a) liegen) und gleichzeitig
gréBer als %2 sind (da sie in U.(b) liegen). Das ist aber unméglich. u

Hier sind die Rechenregeln fiir Grenzwerte.

und (b")n>1 konvergente Folgen mit lim,, ., a, = a und
anby)

Satz 2.4 Seien (a/n)n21

lim,, .o b, = b. Dann sind auch dz’e_Folgen (an + bn)
mit ¢ € R konvergent, und es gilt:

und (can)

n>1’ ( n>1 n>1

lim (a, + b,) =a+b, lim a,b, =ab, lim ca, = ca.

n—o0 n—o0 n—0o0

Ist b, # 0 fiir alle n € N und b # 0, so konvergiert auch die Folge <Z—> , und
"/ n>1

es 1st:

Ist a,, <b, fir allen € N, so ist auch a <b.

Beispiel 5 Fiir a,, = ”Q—J;Ll ist

on4l 14 14 limy ey 1

lim = lim = =, [
Beispiel 6 Es ist + < 2, aber lim,, .o = = 0 = limy, .o 2. n

Man beweist Satz 2.4, indem man die Bedingungen aus Definition 2.2 direkt
iiberpriift. Niitzlich sind dabei die folgenden Begriffe und Aussagen.

Definition 2.5 Eine Folge (an)n>1 reeller Zahlen heif$t nach oben (bzw. unten)

beschriankt, wenn es ein K € R mit a, < K (bzw. a, > K) fir alle n € N gibt.
Eine Folge heifit beschriankt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist.
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Satz 2.6 (a) Konvergente Folgen sind beschrinkt.
(b) Das Produkt einer Nullfolge mit einer beschrinkten Folge ist eine Nullfolge.

Beweis fiir (b) Sei (a,) eine Nullfolge und (b,) eine beschrénkte Folge. Wir
withlen K so, dass |b,| < K fiir alle n € N. Fiir jedes n ist dann

lanby, — 0] = |anb,| = |an| |by] < Klay,|. (2.4)
Sei € > 0 beliebig. Wegen lim a,, = 0 finden wir ein N(g) so, dass
la,| < e/K fiir alle n > N(e).
Wegen (2.4) ist dann

lanb, — 0] < e fiir alle n > N(e). N

Ein einfaches und sehr anschauliches Konvergenzkriterium ist das folgende.

Satz 2.7 (EinschlieBungskriterium) Seien (a,), (bn), (¢,) Folgen reeller
Zahlen mit a, < b, < ¢, fir alle n € N. Sind die Folgen (a,) und (c,) kon-
vergent und haben sie den gleichen Grenzwert a, so konvergiert auch die Folge
(bn), und thr Grenzwert ist ebenfalls a.

Beispiel 7 Wir benutzen dieses Kriterium, um zu zeigen, dass die Folge ({’/ﬁ) o1
konvergiert und dass -
lim /n = 1. (2.5)

Wir zeigen dazu, dass die Folge (b,) mit b, = /n — 1 eine Nullfolge ist. Dazu
benétigen wir den binomischen Satz

(a+b)" = g (Z) a" o r

mit den Binomialkoeffizienten (Z) = k!(:ik)!.

Mit diesem Satz erhalten wir zunachst

n n n n
n=(Yn)"=1+b,)" =1+ bn + b2+ ...+ b
1 2 n
Vernachldssigen wir alle Summanden bis auf den ersten und dritten, so folgt fiir
n>2
—1
n>1+ (0 bi:1+wbi,
2 2

so dass bi < % ist. Da andererseits b,, > 0 ist, erhalten wir die Abschétzung

Ogbn<£ firn > 2.
vn

Wegen limn_,oo\/i% = 0 liefert das EinschlieBungskriterium, dass auch
lim,, .o b, = 0 ist, d.h. (2.5) gilt. |
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2.2 Konvergenzkriterien und Vollstindigkeit von R

Um die Konvergenz einer Folge festzustellen, haben wir bisher im wesentlichen
nur die Moglichkeit {iber Definition 2.2. Dazu benotigen wir aber die Kenntnis des
Grenzwertes (oder wenigstens eine Vermutung iiber den Grenzwert der Folge).
Bei Folgen wie ((1 + %)n)n>1 ist das aussichtslos. Wir stellen daher in diesem
Abschnitt einige Kriterien bereit, die uns die Konvergenz einer Folge liefern, ohne
dass wir deren Grenzwert vermuten miissen. Diese Kriterien beruhen auf dem
Vollstandigkeitsaxiom. Allerdings liefern uns diese Kriterien nicht unmittelbar
den Grenzwert selbst. Es sind Existenzaussagen.

Definition 2.8 FEine Folge (an) reeller Zahlen heifft monoton wachsend,

wenn

n>1

ay<ay<az3<..., dh oa, <a,y1 firalleneN,

und sie heifst monoton fallend, wenn
ay > as >as > ..., d.h.a,>a,y1 fir allen € N.

Satz 2.9 (Monotoniekriterium) Jede monoton wachsende und nach oben be-
schrinkte (bzw. monoton fallende und nach unten beschrinkte) Folge reeller Zah-
len st konvergent.

Wir {iberlegen uns die einfache Begriindung fiir die erste Aussage. Ist die Folge
(a,,) nach oben beschrinkt, so existiert das Supremum M := sup{a, : n € N}.
Nach Definition des Supremums finden wir fiir jedes € > 0 ein Folgenglied a ) mit
M —¢e < any < M. Da die Folge (a,) monoton wéchst und M eine obere Schranke
ist, haben wir M — e < a,, < M fiir alle n > N. Also konvergiert die Folge (a,),
und M ist ihr Grenzwert. u

Beispiel 8 Die Folge (#)n <y 1st monoton fallend und nach unten durch 0 be-

schrankt. Also konvergiert sie. |

Beispiel 9 Wir wollen zeigen, dass die Folge (a,), .y mit a, = (1+ 2)" konver-
giert. Diese Folge wdchst monoton: Fiir n > 2 ist ndmlich

an_n—i—l”n—ln_l_nQ—lnn_llnn
ap_1 n n n n? n—1 n?) n—1

Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt

Damit erhalten wir




also a,, > a,,_; fir alle n > 2.

Die Folge (a,) ist aber auch nach oben beschrdnkt: Aus dem binomischen Satz

folgt zunéchst
1\" " /n\ 1 " /n\ 1
w=(15) ~ R W B ()

k=0 k=1

Fir k& > 1 schétzen wir ab:

(n)l W1 1 a—1)...(n—k+1)

- = = <
k)nk  kln—k)! nk k! n-n...n ~ k!

Hieraus und mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe folgt:

- 1 "1 1
k=1 k=1

1—(1/2)" 1
) T tioay T

Nach dem Monotoniekriterium existiert der Grenzwert lim, . (1 + <)". Dieser
Grenzwert heifit Eulersche Zahl e. Die Zahl e ist irrational mit

1+

e=271828182845... |

Beispiel 10 Sei a,, = Y, - Die Folge (ay),- ist offenbar monoton wachsend,
und sie ist auch nach oben beschréinkt:

"1 "1 1
k=0 k=1 k=1

(vgl. Beispiel 9). Also konvergiert (a,,), und man kann zeigen, dass

n

Wir wollen noch ein weiteres Konvergenzkriterium angeben, welches sich nicht
nur auf monotone Folgen anwenden 148t, und welches auflerordentlich wichtig fiir
die Begriindung der Analysis ist. Dazu definieren wir:

Definition 2.10 Fine Folge (an)n21 reeller Zahlen heifst Cauchyfolge oder Fun-
damentalfolge, wenn man zu jedem € > 0 ein N(¢) € N so finden kann, dass

|a, —an| < e fir alle m, n > N(e).
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Die Folgenglieder miissen sich also in einem bestimmten Sinn immer néher kom-
men.

Satz 2.11 (Cauchy-Kriterium) FEine Folge reeller Zahlen konvergiert genau
dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Die Tatsache, dass dieses Kriterium gilt, bezeichnet man als Vollstindigkeit von
R.

Einige Anmerkungen zum Beweis des Cauchy-Kriteriums: Es ist leicht zu sehen,
dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist. Die umgekehrte Behauptung
zeigt man in drei Schritten:

1. Schritt Cauchyfolgen sind beschréinkt. Das ist ebenfalls leicht zu sehen.

2. Schritt Hier mufl man den folgenden Satz beweisen, der eine wichtige Aussage
iiber Folgen reeller Zahlen macht.

Satz 2.12 (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt
eine konvergente Teilfolge.

Beispielsweise bilden die Folgenglieder mit geraden Indizes eine konvergente Teil-
folge von ((—=1)"),,5,-

3. Schritt Man zeigt, dass jede Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge be-
sitzt, selbst konvergiert. Das ist wieder einfach. |

Beispiel 11 Fiir n > 1sei a,, = >, _, (—1)’“1%. Wir zeigen, dass (an),, eine
Cauchyfolge ist. Fiir m > n + 2 ist

" 1 1 i 1
o — — -1 k—1" _ -1 n 1 k—1
ol = | 32 o] ety 3 o
k=n+1 k=n-+2
1 i 1
= — —1)k = 2.6
—— > (- (26)
k=n-+2
Weiter ist
> 1 1 1 1 1
_1k—”_: _ _ o> 0
k;; ) k (n—|—2 n+3>+<n+4 n+5)+
sowie
- 1 1 1 1 1 1 1
5 ot (s sie)- (e <
s k' n+2 n+3 n+4 n+5 n+6 n+2
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n+r1, und dies gilt sogar fiir alle m > n.
1

Ist nun € > 0 beliebig vorgegeben, so wéhlen wir N so, dass 7 < €. Fiir alle
m,n > N ist dann

Hieraus und aus (2.6) folgt |a,, — a,| <

R
ntl - N+1 %

Nach dem Cauchy-Kriterium ist die Folge (a,),>1 konvergent. Man kann zeigen,
dass der Grenzwert dieser Folge gleich In 2 ist. |

|an - am| S

2.3 Reihen

Mit Hilfe der Kérperaxiome lassen sich Summen endlich vieler Zahlen erkléren.
Wir untersuchen in diesem Abschnitt Summen unendlich vieler Zahlen - so ge-
nannte Reihen. Dazu betrachten wir Reihen als spezielle Folgen.

Definition 2.13 Sei (a,)n>0 €ine Folge reeller Zahlen, und sei s, := Y ,_ Gy.
Die Folge (s,)n>0 heifit die zu (a,,) gehdrende Reihe. Die Zahlen a,, heiffen Glieder
der Reihe, und die s, ihre Partialsummen. Ist die Folge (sy,)n>0 konvergent und s
thr Grenzwert, so heifit die Reihe konvergent, die Zahl s heifst thre Summe, und
man schreibt s =Y 7~ a. Nichtkonvergente Reihen heiffen divergent.

Eine Reihe ist also die Folge ihrer Partialsummen. Haufig wihlt man >, ax
auch als Bezeichnung fiir die Reihe (s,). Aus dem Kontext wird in der Regel
klar, ob "% a; fiir die Reihe selbst oder fiir ihre Summe steht.

Beispiel 12 Die geometrische Reihe. Sei ¢ € R\{1} und a,, = ¢" fiir n > 0.
Aus Beispiel 2, Abschnitt 1.1, wissen wir, dass

+1

I
k=0 k=0

Damit ist klar: die geometrische Reihe Y .- q" konvergiert genau dann, wenn
lg| < 1. In diesem Fall ist %, ihre Summe. &

Beispiel 13 Die harmonische Reihe. Das ist die Reihe ) - | % Sie divergiert,
denn fiir jedes n > 1 ist

| | n 1 T 1 S 1 1
Son — Sn| = T ZN-— =z,
? n+1l ' n+2 o2n = 2n 2
d.h. (s,) ist keine Cauchyfolge und deshalb erst recht nicht konvergent. n

Beispiel 14 Aus den Beispielen 10 und 11 wissen wir: die so genannte Leibniz-
Reihe Y7, (—1)F 1+ konvergiert (gegen In2), und auch die Reihe Y7 & kon-
vergiert (gegen e). n
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Beispiel 15 Fiir die Reihe 7, %1) haben wir

k(k
= 1 = 1 1 1
° Zk(k:—l) Z(k;—l k;) n
k=2 k=2
Also konvergiert diese Reihe, und ihre Summe ist 1. |

Da die Konvergenz von Reihen iiber die Konvergenz der Folge ihrer Partialsum-
men erklart ist, kann man Konvergenzkriterien fiir Folgen auf Reihen iibertragen.

Satz 2.14 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) Die Reihe ), ar konvergiert
genau dann, wenn es fir jedes € > 0 ein N(¢) € N so gibt, dass

m

>

k=n+1

= laps1 + pio+ -+ an| <e  firallem>n> N(e).

Man beachte, dass
m n m
Sm — Sp — E ap — E ap = E Qje.
k=0 k=0 k=n+1

Aus dem Cauchy-Kriterium bekommt man das folgende notwendige Konvergenz-
kritertum, indem man m = n + 1 setzt.

Wenn ZZio ay konvergiert, dann st lim, .. a, = 0.
Die Umkehrung gilt natiirlich nicht, wie die harmonische Reihe zeigt.
Ein spezielles Konvergenzkriterium hat man fiir alternierende Reihen:

Satz 2.15 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Fir die Reihe
S oneo(=1)Fby, gelte by > 0 und by, > by fiir alle k > 0, und es sei limy,_,o by = 0.
Dann st diese Reihe konvergent.

Dieses Kriterium kann man mit der gleichen Idee beweisen, die wir in Beispiel 11
fiir die alternierende Reihe 777 (=1)""'4 = >7° (1) =45 genutzt haben.

Das Leibniz-Kriterium liefert z.B. die Konvergenz der Reihen
e L =l
> (-1 -5 und > (-1 L =
k=1 k=0

Schauen wir uns noch Summen und Differenzen von Reihen an. Aus Satz 2.4

erhalten wir sofort:
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Satz 2.16 Sind > -, ar und Y, by konvergente Reihen, so ist fir beliebige
Zahlen a und 8 auch die Reihe Y- (cax + Bby) konvergent, und ihre Summe ist

Z(ozak + ﬂbk> = aZak + ﬁZbk
= k=0 k=0

k=0

Man beachte aber, dass man Reihen nicht beliebig umordnen darf (wéhrend man
bei endlichen Summen das Kommutativgesetz hat). Auch Produkte konvergenter
Reihen bereiten gewisse Schwierigkeiten. Diese Schwierigkeiten lassen sich ver-
meiden, wenn man einen stéirkeren Konvergenzbegriff zu Grunde legt.

2.4 Absolut konvergente Reihen

Definition 2.17 Die Reihe Y /-, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
Y reo la| konvergiert.

Beispielsweise ist die Reihe Y77, (—1)* 1 konvergent (Leibnitz-Kriterium), jedoch
nicht absolut konvergent (harmonische Reihe). Dagegen ist Y. (—1)* & eine
konvergente (Leibniz-Kriterium) und auch absolut konvergente Reihe (Reihe fiir
e). Reihen mit ausschlielich nichtnegativen Gliedern sind genau dann absolut

konvergent, wenn sie konvergieren.
Satz 2.18 Absolut konvergente Reihen sind konvergent.

Beweis Die Reihe )% a sei absolut konvergent, und wir setzen s,, := > /'_, ay
sowie S, 1= Y p_,|ax|. Fiir m > n ist dann

|Sm — Sn| = |ans1 + anao + . F ap| < ani1| + ..o+ |am| = S — Sa.

Da die Reihe ) 77 |ax| konvergiert, gibt es fiir jedes € > 0 ein N so, dass |S,, —
Sn| < e fiir alle m,n > N. Dann ist aber auch |s,, — s,| < ¢ fiir alle m,n > N.
Das Cauchy-Kriterium liefert die Konvergenz der Reihe ) ;2 a. |

Wir sehen uns nun einige Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen an.

Satz 2.19 (Vergleichskriterium) (a) Ist die Reihe ) .- by absolut konver-
gent und gilt |ay| < |bg| fir alle k, so ist auch die Reihe ) .-, ai absolut
konvergent.

(b) Ist die Reihe y ;- by divergent und ist 0 < by < ay, fir alle k, so divergiert
auch die Reihe Y ;- ay.

Im Fall (a) heiBit >, |by| eine konvergente Majorante fiir Y ;- aj, und im Fall
(b) eine divergente Minorante.
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Aussage (a) kann man sich z.B. so klarmachen: Fiir jede Partialsumme s, von
> heo lax| gilt:

sn = lao + lar| + ... + lan| < [bo] + [Br] + ...+ [ba] D [br| < oo
k=0

Die Folge (s,,) ist also nach oben beschrénkt, und sie ist offenbar monoton wach-
send. Nach dem Monotoniekriterium konvergiert diese Folge. |

Fiir die Anwendung dieses Kriteriums ist es offenbar wichtig, einen grofien Vorrat
an Vergleichsreihen zu besitzen.

Beispiel 16 Die Glieder der Reihe ) >, # lassen sich nach oben abschétzen

durch
1 { 1, wenn n =1
— <
(

1

nin=1)" wenn n > 1.

n2

Die Reihe 1+ 337, 7t

Also konvergiert auch die Reihe >~ | % Thre Summe (die wir auf diese Weise

nicht erhalten kénnen) ist iibrigens 2 /6. Diese Reihe kann nun ihrerseits wieder

ist aber konvergent, wie wir aus Beispiel 15 wissen.

als konvergente Majorante fiir Reithen wie > /7, kir mit r > 2 dienen. |
Beispiel 17 Die Reihe Y 7 ﬁ divergiert, da die harmonische Reihe eine diver-
gente Minorante fiir diese Reihe ist. |

Satz 2.20 (Quotientenkriterium) Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen mit a,, #
0 fiir alle hinreichend grofien n.

(a) Wenn es ein q € (0,1) und ein N € N so gibt, dass

Af+41
ag

<g<1 firallek>N,

so ist die Reihe y ;- ay absolut konvergent.

(b) Gibt es ein N € N so, dass

AR+1
ay

>1 firallek > N,

so divergiert die Reihe Y ;- ay.

A1

Falls der Grenzwert ¢* := limj_. existiert, so 1aBt sich das Quotientenkri-

terium auch so fassen:

Die Reihe - ay konvergiert absolut fir ¢* < 1, und sie divergiert fir ¢* > 1.
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Im Fall ¢* = 1 ist keine Aussage moglich, wie die Reihen

i% und i% (2.7)
n=1 n=1

zeigen. In beiden Fiéllen ist ¢* = 1. Die erste Reihe divergiert aber, wihrend die
zweite konvergiert.

Satz 2.21 (Wurzelkriterium) Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen.

(a) Wenn es ein g € (0,1) und ein N € N so gibt, dass

V0ag| <q< 1 firalle k > N,

so ist die Reihe y ;- ay absolut konvergent.
(b) Gibt es ein N € N so, dass

Vag| > 1 fiir alle k> N,
so divergiert die Reihe Y - ay.
Existiert der Grenzwert ¢* := limy,_. W , so kann man das Wurzelkriterium
wie folgt formulieren:
Die Reihe Yy .-, ay ist absolut konvergent fir ¢* < 1 und divergent fir ¢* > 1.

Fiir ¢* = 1 ist wieder keine Entscheidung mdglich, wie die Reihen (2.7) zeigen.
Die Sétze 2.20 und 2.21 werden mit dem Vergleichskriterium bewiesen, wobei die
geometrische Reihe als Vergleichsreihe dient. Ist etwa

V0agl <qg<1 fiir k> N,

so ist |ag| < ¢, und Y777\ ¢F ist eine konvergente Majorante fiir > ,° v ap. =
Beispiel 18 Fiir die Reihe > ;7 a; mit a; = E;%Z, ist
appr  (B+D)H(E+1)1(2k)! (k+1)? kB +2k+1
ar,  (k+2)KE 2k +1)(2k+2)  4k24+6k+2
Wegen limy_, “’;:1 = 711 < 1 konvergiert diese Reihe. |

Beispiel 19 Fiir alle z € R konvergiert die Reihe Y .- ””k—lf absolut, denn

Q1
Qg

= lim m

li =
im Jm

k—oo

Wir sehen uns nun noch Produkte von Reihen an. Das Produkt der beiden end-
lichen Summen ag + ...+ a, und by + ... + b, ist gleich der Summe iiber alle
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Produkte a;b; mit 0 < ¢ < n und 0 < 57 < m. Analog enstehen beim formalen
Multiplizieren der Reihen )"~ aj, und >, by, die Produkte

apby agbr agbs
arby aiby aibe

a/2b0 a261 a2b2 (28)

Es ist keineswegs klar, wie diese Produkte in einer ,neuen“ Reihe >~ ¢, dem
,Produkt® der Reihen ) a; und ) by, angeordnet werden sollen. Man kann aber
zeigen, dass es auf die Art der Anordnung iiberhaupt nicht ankommt, falls beide
Reihen absolut konvergieren. Insbesondere fiir Potenzreihen, die wir spéter ken-
nen lernen, ist folgende Variante des Durchlaufens der Produkte (2.8) interessant

Qo b() Qo bl aobg
a1 by aby a1 by
asbo asby azby

Die Summe der Elemente der n-ten Diagonale ist gerade ¢, := ZZ:D Qp—1:bp.

Definition 2.22 Sind )"~ a,, > by zwei Reihen, so heifit die Reihe Y~ ¢,
mit ¢, ==y ;_on_kby das Cauchy-Produkt der Ausgangsreihen.

Satz 2.23 Die Rethen )~ a, und Y b, seien absolut konvergent. Dann ist
auch ihr Cauchy-Produkt " ¢, absolut konvergent, und es gilt

o (5e) (S

Beispiel 20 Fiir z,y € R sind die Reihen > 77 2> und )7 %l absolut konver-
gent (vgl. Beispiel 19). Wir berechnen das Cauchy-Produkt dieser Reihen:

k

o - T n—k
€ = Zkl | nlzkln_ ‘Y

_ n k n—k_(x_'—y)

- Ekz%(k)xy T

wobel wir die binomische Formel benutzt haben. Nach Satz 2.23 ist

k=0 n=0
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3 Reelle Funktionen und Stetigkeit

3.1 Mengen und Mengenoperationen

Wir haben bereits in Abschnitt 1.1 vereinbart, was wir unter einer , Menge* ver-
stehen wollen, und wir haben auch die Begriffe , Teilmenge“ und ,,leere Menge*
erkldrt. Wir schauen uns nun Operationen mit Mengen an.

Definition 3.1 Sei E eine Menge, und A, B seien Teilmengen von E. Dann
heifst

e AUB:={zx € E: v Aoderze B} Vereinigung von A und B,
e ANB:={xe€E: x€ Aundz € B} Durchschnitt von A und B,
e A\B:={zx€FE: x€Aundzx ¢ B} Differenz von A und B.

Zwei Mengen A, B C F heiflen disjunkt, wenn AN B = (), und die Menge F\ A =:
A€ heifit auch das Komplement von A in F.

Ist fiir jedes n € N eine Teilmenge A,, von E gegeben, so versteht man unter der
Vereinigung U, ey An = U,—; An die Menge aller Elemente x € E, die in minde-
stens einer der Mengen A,, liegen, und der Durchschnitt ﬂneN A, = ﬂzo:l A,, ist
die Menge aller x € F, die in jeder der Mengen A,, liegen.

Eine Veranschaulichung von Mengen kann iiber sog. Venn-Diagramme erfolgen:

AU B ANB
Fiir das Rechnen mit Mengen hat man die folgenden Regeln:
(AUB)UC =AU(BUC), (AnB)NC =AnNn(BNC) Assoziativitit
AUB=BUA, ANB=BnNA Kommutativitit

(AUB)NC = (AnC)u(Bn<C)
(ANB)UC = (AuC)N(BUC)

7

Distributivitat.

Anschaulich 148t sich beispielsweise das erste Distributivgesetz wie folgt einsehen:

QOO

(AUB)NC  An BNC (ANC)U(BNCQ)
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Weiter gelten die de Morganschen Regeln
(AUB)"=A°NB°, (ANB) = A°NB°.

Die erste dieser Regeln a8t sich wie folgt veranschaulichen:

Zum Selbsteintrag wihrend der Vorlesung

Formale Beweise dieser Regeln werden gefiihrt, indem man die Definition der
Gleichheit zweier Mengen benutzt: A = B wenn A C B und B C A. Um also
z.B. die erste der de Morganschen Regeln zu bestétigen, mufl man

(AUB)"C AN B° und A°NB°C (AU B)°

zeigen. Wir tun das fiir die erste dieser Inklusionen. Dazu schreiben wir = fiir
,daraus ergibt sich® oder ,daraus folgt®.

r € (AUB)° = u liegt nicht in AU B
=z liegt nicht in A und nicht in B
= x€A°und x € B = x € A°N B°.

Die umgekehrte Inklusion beweist man genauso. In diesem Fall geniigt es, die
Pfeile einfach umzudrehen. Man schreibt dann einfach <= und liest das als ,,ist
dquivalent zu“ oder ,, genau dann, wenn*.

Definition 3.2 Fiir zwei Mengen A, B heif$t
Ax B:={(a,b):a€ A, be B}
thr kartesisches Produkt.

Beispielsweise ist

{1,2,3} x{a,b} = {(1,0),(1,0),(2,0),(2,0),(3,0), (3,0)},

und [2,4] x [1,2] kann man sich als Rechteck vorstellen:
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Zum Selbsteintrag wihrend der Vorlesung

Die Teilmengen von A x B (insbesondere die von A x A) heiflen Relationen.

3.2 Abbildungen

Einer der zentralen Begriffe der Mathematik ist der Begriff der Abbildung oder
Funktion. Wir fithren diesen Begriff zunéchst ganz allgemein ein, wozu wir die
Sprache der Mengen benutzen. Spéter spezialisieren wir uns auf reellwertige Funk-
tionen. Wir vereinbaren:

Seien X, Y nichtleere Mengen. Eine Vorschrift f, die jedem Element z € X genau
ein Element f(x) € Y zuordnet, heifst Abbildung von X in Y. Wir schreiben
f:X =Y, x— f(x). Das Element y = f(z) heift das Bild von z, und = heifst
ein Urbild von y. Die Menge A heifst auch Definitionsbereich D(f) der Abbildung
f, und die Menge

B(f)={y €Y : es gibt ein x € X mit f(x) =y}
heifst Bildmenge oder Wertebereich von f.

Achtung: Im , Arbeitsbuch® ist zugelassen, dass D(f) eine echte Teilmenge von
A ist.

Achtung: Wir schreiben NICHT: ,die Funktion y = f(x)*. Fiir uns ist immer
f(z) ein Element von Y. Die Funktion selbst ist f.

Die Menge {(z,y) € X xY :x € X,y = f(x)} heiit Graph der Abbildung f. Der
Graph ist also eine Teilmenge des kartesischen Produktes X x Y. Offenbar ist
jede Abbildung durch ihren Graphen eindeutig bestimmt.

Beispiele

(1) f:R—-R, T B(
(2) f:R—-R, T — 2’ B(

3) f:RT =R, x> 2a? B(

(4) f:RtY -R", z—2? B(f) =R*
(5) X := Menge aller beschriankten Teilmengen von R, Y =R

f:X—=Y, M — infM B(f)=R.
Definition 3.3 Fine Abbildung f : X — Y heifst

e injektiv oder eineindeutig, wenn fir x; # xo auch f(x1) # f(x2) ist, d.h.
wenn jedes y € B(f) genau ein Urbild besitzt.
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e surjektiv oder Abbildung auf Y, wenn B(f) =Y.
e bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

In den obigen Beispielen ist die Abbildung f in

(1) bijektiv (2) weder surjektiv noch injektiv
(3) injektiv, nicht surjektiv  (4) bijektiv

(5) surjektiv, nicht injektiv

Fiir jede nichtleere Menge X heifit f : X — X, x +— z, die identische Abbildung.
Sie ist offenbar bijektiv. Wir bezeichnen sie mit Idyx oder Id.

Definition 3.4 Die Abbildung f : X — Y sei bijektiv. Dann existiert zu jedem
y €Y genau ein x € X mit f(x) =y, und wir nennen die durch

fy) =2 genau dann, wenn f(x) =y
definierte Abbildung f~':Y — X die Umkehrabbildung von f.

Ist f: X — Y injektiv, so ist f : X — B(f) bijektiv, und man kann die
Umkehrabbildung f~! : B(f) — X bilden. In jedem Fall ist

D(f~)=B(f), B(f)=D(f)=X.
Im Beispiel (1) ist die Umkehrabbildung wieder
fFl"R->R, z+—=x
und im Beispiel (4) ist
fTHURY S RY oy Y.
Definition 3.5 Scien f: X — Y und g : Y — ZAbbildungen. Die Abbildung
gof:X =17, wwg(f(x)

heifit Verkniipfung (Hintereinanderschaltung, Verkettung) von f und g.

Man beachte, dass die Reihenfolge von f und g wesentlich ist. So ist fiir

f:R—=R, z~—2> und ¢g:R—R, z—sinz
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die Funktion h = go f gegeben durch h(z) = g(f(x)) = sin(2?), wihrend ¢ = fog
gegeben wird durch ((z) = f(g(z)) = (sinz)?. Auch muB f o g gar nicht erklért
sein, wenn man g o f bilden kann. Wichtig ist offenbar, dass B(f) C D(g).

Fiir jede Abbildung f : X — Y ist offenbar

fOIdX:fa IdYof:f>

und fiir jede bijektive Abbildung f: X — Y ist f(f'(y)) =y und f~!(f(z)) =
x fiir alle x € X und alle y € Y, d.h.

foft=TIdy, flof=1Idx.
SchlieBlich ist die Hintereinanderausfithrung assoziativ:
Satz 3.6 Sind f : X =Y, qg:Y — Z und h: Z — W Abbildungen, so gilt
ho(gef)=(hog)of.

Satz 3.7 Sind f : X =Y, g:Y — Z bijektiv, so ist auch gof : X — Z bijektiv,
und

(gof)y ' =fTlog™"
Beweis * Ubung.

3.3 Stetige Funktionen

In diesem Abschnitt ist X eine nichtleere Teilmenge von R (meist ein Intervall),
und wir betrachten Funktionen f : X — R.

Definition 3.8 Die Funktion f : X — R heif§t stetig im Punkt zo € X, wenn
fiir jede gegen o konvergierende Folge (x,)nen aus X gilt: Die Folge (f(x,))
der Funktionswerte konvergiert, und ihr Grenzwert ist f(xg):

lim f(z,) = f(zo) = f(lim ,).

n—oo

Ist f in jedem Punkt von X stetig, so heifit f stetig auf X.

neN

Eine dquivalente Beschreibung ist die folgende.

Satz 3.9 Die Funktion f : X — R ist genau dann stetig in xo € X, wenn fir
jedes € > 0 ein 6 > 0 so existiert, dass fir alle v € X mit |z — xo| < § gilt:

[f(x) = flzo)| <e.

In Kurzfassung:
Ve>0 30 >0 VzeUs(x): f(x) € U.(f(z0)) -

Beispiel 1: Die Betragsfunktion
Das ist die Funktion f: R — R, x + |z| mit dem folgenden Graphen:
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Sie ist auf ganz R stetig, wie man leicht mit der Dreiecksungleichung erhélt. Aus
r, — xo folgt ndmlich wegen

@] = |2o|| < |20 — @] — 0,
dass auch |z, | — |zl . N

Beispiel 2: Die Signumfunktion
Das die Funktion

1 fallsx >0
sgn :R—R, x+— 0 fallsz=0
—1 fallsz <0

Sie ist auf R\{0} stetig, nicht aber in zq = 0. Es ist namlich
, 1
lim sgn — =1%# 0 =sgn0. |
n—oo n

Beispiel 3: Polynome
Sei n € Ny, ag, ...,a, € Rund a, # 0. Die Funktion f: R — R,

f(l') = anxn + an—1$n_1 +...tamxr+a= Z ai;)j'i
=0

heifit Polynom n. Grades, und die a; heiflen seine Koeffizienten. Polynome sind
auf ganz R stetig. Ist ndmlich zp € R und (x,),en eine Folge, die gegen x
konvergiert, so ist nach Satz 2.4

klim flzr) = klim (anz} + an,lx;"1 + ...+ @z + ap)
= @l +ap 2 . Farwg +ag = f(o). N
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Sind f,g : X — R Funktionen, so erhélt man ihre Summe f + g, ihr Produkt fg
und — falls g(z) # 0 fiir alle € X — ihren Quotienten f/g durch

(f+9)(x) = fx) +9(x), (f9)(z) = [f(z)g(x), (f/g)(x) = f(x)/g(x).

Satz 3.10 Sind f,g : X — R in xq stetig, so sind auch [ + g, fg und — falls
g(x) #0 firx € X —auch f/g in xy stetig. Ist f : X — B(f) in o € X stetig
und h : B(f) — R in f(xg) stetig, so ist ho f in xqy stetig.

Dies folgt schnell aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 2.4) und der Defi-
nition der Stetigkeit.

Beispiel 4: Rationale Funktionen

Eine rationale Funktion ist der Quotient P/ zweier Polynome P, (. Sie ist auf
{z € R: Q(x) # 0} erkldrt und nach Satz 3.10 und Beispiel 3 auf dieser Menge
stetig. |

Eng verwandt mit dem Begriff der Stetigkeit ist der Begriff des Grenzwertes
einer Funktion in einem Punkt. Dazu nennen wir xy € R einen Hdaufungspunkt
von X C R, wenn es eine Folge (z,,) in X mit z, # x fiir alle n gibt, die gegen
o konvergiert. Man beachte, dass xy nicht zu X gehoren muss. Beispielsweise
sind 1, 2,3 Héufungspunkte des Intervalls [1,3).

Definition 3.11 Sei z¢ ein Hdiufungspunkt von X C R. Man sagt, dass der
Grenzwert einer Funktion f : X\{xo} — R an der Stelle xy existiert und gleich
Yo € R ist, wenn fir jede Folge (x,,)nen aus X\{zo} mit Grenzwert xy der Grenz-
wert lim,, o, f(x,) ezistiert und gleich yo ist:

Wir schreiben dann auch yo = lim,_.,, f(z).

Man beachte, dass man den Grenzwert einer Funktion auch an Stellen erkldren
kann, an denen die Funktion nicht definiert ist. Wichtig ist nur, dass x( ein
Haufungspunkt von D(f) ist.

Beispiel 5 Die Signumfunktion aus Beispiel 2 besitzt keinen Grenzwert im Punkt
zo = 0, denn fiir die Folgen (+) und (=!) mit Grenzwert 0 gilt:

1 _
lim sgn— = 1, aber lim sgn(—) = —1.
n

n—00 n n— o0

In diesem Beispiel hat man aber folgenden Effekt: Nahert sich eine Folge (x,,) von
oben der Null (ist also x,, > 0 fiir alle n), so existiert lim,_., f(z,) und ist gleich
1. Man sagt auch, dass 1 der rechtsseitige Grenzwert von f ist. Analog dazu ist
—1 der linksseitige Grenzwert von f = sgn. Allgemein definiert man
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Definition 3.12 Sei xy ein Haufungspunkt von X N{x € R : x > x}. Man sagt,
dass der rechtsseitige Grenzwert von f : X\{zo} — R an der Stelle x, existiert
und gleich yo € R ist, wenn fir jede Folge (x,), .y aus X\{zo} mit x, > o fiir
alle n der Grenzwert lim,, ., f(x,) existiert und gleich yo ist. Man schreibt dann
auch

yo = lim f(x) oder yo= li\m f(z) oder yo= f(xo+0).
T\, To

Tr—X0
Tr>x0

Ersetzt man jedes > durch <, erhélt man den Begriff des linksseitigen Grenzwer-
tes. Es ist also z.B. lim, »qsgnz = —1.

Sei wieder X Teilmenge von R. Ein Punkt x € X heif3t isoliert, wenn er kein
Héufungspunkt von X ist. Z.B. ist jeder Punkt von N (also jede natiirliche Zahl)
isoliert, wenn wir N als Teilmenge von R betrachten.

Mit diesen Begriffen kénnen wir eine weitere dquivalente Charakterisierung der
Stetigkeit geben:

Satz 3.13 Eine Funktion f : X — R st genau dann stetig in xg € X, wenn eine
der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) x ist ein isolierter Punkt von X
(b) xo ist Hiufungspunkt von X, der Grenzwert lim, ., f(x)
existiert, und dieser Grenzwert ist gleich f(xo).

Das folgt sofort aus den Definitionen. Man beachte, dass fiir einen isolierten Punkt
xg € X eine Folge (x,) aus X genau dann gegen z, konvergiert, wenn z,, = x
fiir alle hinreichend grofien n.

Die folgenden Regeln fiir das Rechnen mit Grenzwerten ergeben sich wieder aus
Satz 2.4.

Satz 3.14 Die Funktionen f,qg: X — R sollen an der Stelle xq einen Grenzwert
besitzen. Dann besitzen auch die Funktionen f + g, fg und cf mit ¢ € R sowie
— falls g(x) # 0 fir x € X und falls lim, .., g(x) # 0 — die Funktion f/g einen

Grenzwert in xg, und es gilt

lim (f(z)+g(z)) = lim f(2)+ lim g(z),
Jim (f(z)g(z)) = lm f(z)- lim g(z),
Jim (c f(x)) = ¢ lim f(z),

Jim (f(z)/g(z)) = lim f(z)/ lim g(z).

Beispiel 6 Sei f : R\{2} — ]R gegeben durch f(z) = %. Dann ist

. 2242—6 hmx_,4(x +x—6) T Jrz 6 : (z—2)(z+3) _
lim, .4 == = T a2 = 2 = 7,und lim, », == =lim, "5 =
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3.4 Einige spezielle Funktionen
3.4.1 Polynome

Wir ergidnzen unsere Kenntnisse iiber Polynome durch folgenden wichtigen Satz
aus der Linearen Algebra.

Satz 3.15 (Identititssatz) Stimmen die Werte der Polynome f,g vom Grad
<n inn+ 1 verschiedenen Punkten tiberein, so haben f und g dieselben Koeffi-
zienten, und es ist f(x) = g(x) fir alle x € R.

Hierauf beruht die Methode des Koeffizientenvergleichs: Ist a,x™ + ... a1x + ag =
b,x™ + ...+ bix + by fiir alle x € R, so ist a; = b; fiir + =0, ..., n. Wir benutzen
diese Methode, um uns folgendes zu iiberlegen.

Ist f(x) = apz™+ ...+ a1z + ag ein Polynom vom Grad n und zo € R, so gibt es
ein Polynom g(x) = b, 12" ' + ... byx + by vom Grad n — 1 und ein ¢ € R mit

f(z) = (x —x0)g(z) + ¢ fir alle x € R. (3.1)

Aus (3.1) folgt ¢ = f(zo). Ist 2o Nullstelle von f, so kann f faktorisiert werden:
f(z) = (x—x0)g(z). Mehrfache Anwendung dieser Uberlegung zeigt: ein Polynom
vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.

Um (3.1) zu zeigen, vergleichen wir die Koeffizienten der Polynome auf der linken
bzw. rechten Seite von (3.1):

bei z™ : a, = b,
bei 2" : Ap1 = byp_o— 10b,_1
bei l’l : ay = bo - IL’Obl
bei 20 : ag = c¢— zoby.
Hieraus berechnet man b,,_1,b,_2,...,b1,by und c:
bn—l = Qap
bn—2 = Gp_1+ Tobp_1

b() = a1+$0b1
c = CL0+3170()0.

Ein bequemes Berechnungsverfahren bietet das Hornerschema:

Ay Qp—1 Ap—9 AT Qo
J;Obn—l (L’(]bn_g .. (L’(]bl ZE()bO
bn,1 bn,Q bn,;g c. bo C.
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Beispielsweise ist fiir f(z) = 2% + 22? — 122 + 5 und zy = 2:
120 0 =12 5
2 8 16 32 40

1 4 8 16 20 45

Also ist f(2) = 45 und 2° +22* — 12245 = (z —2)(2* + 423 +82? + 162+ 20) +45.
o

Ist also xy eine Nullstelle von f, so gibt es ein Polynom g¢; so, dass f(z) =
(x — x9)g1(x). Ist xg auch Nullstelle von gy, so gibt es ein Polynom g, so, dass
f(x) = (x — x0)*g2(x). Wir fahren so fort und finden eine Zahl ¢ € N mit f(z) =
(7 — 20)"ge(z), aber gy(zo) # 0. Dann heiBt ¢ die Ordnung der Nullstelle xq von
f. Analog heifit zo eine Polstelle ¢. Ordnung der rationalen Funktion f = g/h,
wenn g(xg) # 0 und wenn xy Nullstelle . Ordnung von h ist.

3.4.2 Wurzelfunktionen

Definition 3.16 Se: X C R. Fine Funktion f : X — R heifit monoton wachsend
(monoton fallend), wenn fir x,y € X mit x <y stets f(z) < f(y) (f(y) < f(x))
ist. Die Funktion f heifft streng monoton wachsend (streng monoton fallend),

wenn aus x <y stets f(z) < f(y) (bzw. f(y) < f(x)) folgt.

Ist die Funktion f : X — R streng monoton wachsend, so ist sie offenbar injektiv.
Man kann daher die Umkehrfunktion f=': B(f) — X zu f: X — B(f) bilden.
Der Graph der Umkehrfunktion f~! entsteht, indem der Graph von f an der
Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten gespiegelt wird.

Beispiel 7 Fiir jedes n € N ist die Funktion
f:[0,00) =R, x> 2"
streng monoton wachsend (aus 0 < z < y folgt 2™ < y"), und ihr Bild ist das
unendliche Intervall [0, 00). Also ist die Funktion
f:]0,00) = [0,00), x— 2" (3.2)
bijektiv. Statt f~!(x) schreibt man auch /z. Die Umkehrfunktion zu 3.2 ist also
die n-te Wurzelfunktion

g:[0,00) = [0,00), x> {w.

f(z) 22
JE
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3.4.3 Trigonometrische Funktionen

Die Menge {(u,v) € R? : u? +v* = 1}
stellt in einem kartesischen Koordinatensy-
stem den Einheitskreis, d.h. den Kreis mit
Mittelpunkt (0,0) und Radius 1 dar. Die
Grofle des Winkels a messen wir im Bo-
genmaf x, d.h. als Lange des Kreisbogens
zwischen F und P. Messen wir a im Ge-
genuhrzeigersinn, so erhélt x ein positives
Vorzeichen, anderenfalls ein negatives.

Winkel grofler als 360° sind natiirlich zugelassen. Da der Umfang des Einheits-

kreises 2 ist, entsprechen sich also

360° «— 27, 180° «— 7, 90° «— 7/2, 60° «— 7/3, 30° «— 7/6.

Mit dem Lineal kénnen wir Langen von Strecken messen. Wie mifit man eigent-
lich die Lange eines Kreisbogens? Genauer: wie definiert man die Lange eines

Kreisbogens K7

Eine verniinftige Moglichkeit ist die folgen-
de: Wir zeichnen einen Streckenzug S von
E nach P, dessen Ecken auf dem Kreis-
bogen liegen. Seine Linge sei L(S) (diese
ist wohldefiniert). Da sicher L(S) < L(K)
sein soll, definiert man die Lange L(K) des
Kreisbogens K als das Supremum iiber alle
L(S), wobei S die Streckenziige von E nach
P durchlauft. |

Durch jeden Winkel mit dem Bogenmafl x wird eindeutig ein Punkt P = (u,v)
auf dem Einheitskreis erzeugt, dessen Koordinaten von x abhédngen. Man schreibt

firx eR

u=cosr, v=sinw

und erklart auf diese Weise die Sinus- und Cosinusfunktion

f: R—[-1,1], T — sinx

g: R—[-1,1, x> cosz.
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sin x

XU N T
A\

COS $h

> T

?mv = |0 5m n
2 2 2 2
Aus den Definitionen folgt sofort, dass B(sin) = B(cos) = [—1,1] und dass sin

und cos periodische Funktionen mit der Periode 27 sind:
sin(z + 27) = sinz, cos(x + 27) =cosx fir x € R.
Auflerdem ist sin eine ungerade und cos eine gerade Funktion:
sin(—z) = —sinz, cos(—x) =cosz fiirz e R,
und es gilt
. ™ ™ . ..
sin(x + 5) =cosz, cos(x+ 5) = —sinz firz € R.

Wichtig sind die folgenden Additionstheoreme:

sin(z 4+ y) = sinx cosy + cosz siny,

cos(z +y) = cosx cosy — sinx siny,
aus denen zahlreiche weitere Beziehungen zwischen sin und cos folgen, wie

sin?xz + cos®z =1
sin2x = 2sinx cosz, cos2z = cos’x — sin’ x,

=y

sinz + siny = 2sin mﬂ/ cOs 2

COST + COSY = 2(:0.'3m cos 54

Auflerdem lesen wir aus obiger Skizze sofort ab, dass
|sinz| < |z]|.

Satz 3.17 Die Funktionen sin und cos sind stetig auf R.
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Beweis Seien z,y € R. Aus (3.3) folgt

T —y T+

| | cos 2y| < 2| sin

|sinz — siny| = 2| sin x;yh

und mit (3.4) erhalten wir

|sinz —siny| < |z —y|.

Hieraus folgt sofort die Stetigkeit der Sinusfunktion. Die Stetigkeit der Cosinus-
funktion folgt aus cosz = sin(x + §) (vgl. Satz 3.10). N

Die Nullstellen der Sinusfunktion sind die Zahlen k7 mit & € Z, und die der
Cosinusfunktion die Zahlen 7 + kw, k € Z. Wir erkldren die Tangensfunktion tan
und die Cotangensfunktion cot durch

tan: R\(3+7Z) >R, > 322

CcosxT

cot: R\nZ — R, T S8
S x

| tan x p | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | | z

N LY R
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |

cotx 4

| |

| |

| |

| |

| |

| |

I I " .

| = —5 0 5 I o5

| |

| |

| |

| |

| |

| |

Beide Funktionen sind periodisch mit der Periode 7:

tan(x + ) = tanx, cot(x + ) = cotx,
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und beide Funktionen sind ungerade:
tan(—z) = —tanxz, cot(—x) = —cotx.

Fiir alle zuldssigen z,y gelten die Additionstheoreme

tan(z + y) tanx + tany
an(x =
4 1 —tanx tany
cotx coty — 1
cot(z +vy) = Y

cotx +coty
Schliefflich sind nach Satz 3.10 beide Funktionen tan und cot stetig.

Wir schauen uns noch das Problem der Umkehrfunktion der trigonometrischen
Funktionen an. Wegen der Periodizitét ist keine der Funktionen sin, cos, tan, cot
auf ihrem gesamten Definitionsbereich injektiv, und es besitzt keine dieser Funk-
tionen auf dem gesamten Definitionsbereich einer Umkehrfunktion. Man sucht
sich daher fiir diese Funktionen (mdoglichst groe) Intervalle, auf denen die Funk-
tionen streng monoton (wachsend oder fallend) sind. Betrachtet man die trigono-
metrischen Funktionen auf diesen Intervallen, so werden sie injektiv und kénnen
umgekehrt werden. Diese Intervalle sind natiirlich nicht eindeutig bestimmt (z.B.
ist der Sinus auf [—%, Z] streng monoton wachsend und auf [Z, 2] streng monoton
fallend), und jede Wahl eines solchen Intervalls liefert eine andere Umkehrfunk-
tion. Ublich und praktisch ist es, die folgenden Intervalle zu wiihlen:

Funktion Umkehrfunktion
sin:  [-3,5] — [-1,1] arcsin:  [-1,1] — [=F, 7],
CoS : 0,7] — [-1,1] arccos : [—1,1] — [0,7],
tan: (-5,5) — R arctan : R — (=%, %)
cot : (0,7) — R arccot : R — (0,m).

Die so definierten Umkehrfunktionen heiflen Arkusfunktionen (lies z.B. Arkussi-
nus fiir arcsin).

e @

arcsin x

voly

K arccosx

8

ol
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e @
1
T
3

arccot x

NIE

arctan x

x » T

NI

Zur Stetigkeit der Arkusfunktionen kommen wir in Abschnitt 3.5.

3.4.4 Exponentialfunktion

Wir haben in Beispiel 19 aus Abschnitt 2.4 gesehen, dass fiir jedes x € R die Reihe
3%, Z (sogar absolut) konvergiert. Wir kénnen daher die Exponentialfunktion

n=0 n!
durch .
T o
exp :R—R, z—e '_Z_%n! (3.5)

erkldren. Statt e” schreibt man oft auch exp z. Man kann zeigen, dass

e = lim (1 + f)” fir jedes z € R. (3.6)
n—oo n
Aus Beispiel 20 aus Abschnitt 2.4 wissen wir, dass

etV = ¢e"e¥  fiir alle z,y € R.

Wegen e? = 1 folgt hieraus e® # 0 und

1
e?=— firxzeR.
6"2

Auflerdem ist e¢* > 0 fiir alle x € R, und die Exponentialfunktion ist streng
monoton wachsend. Die Funktion

exp: R — (0,00), x> e€"
besitzt also eine Umkehrfunktion, den natirlichen Logarithmus
In:(0,00) =R, z+—Inz.

Dabei gilt fiir z,y > 0

In(zy) =Inz + Iny, ln(f) =Inz—1Iny
Y
und e = z. Fiir alle x € R ist In(e”) = z.
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Mit Hilfe der Logarithmusfunktion definieren wir beliebige Potenzen wie folgt.

Fiira > 0 und b € R sei

ab — eblna .

Durch z — a® wird die Fzponentialfunktion zur Basis a auf R erklart.
Eigenschaften: Sei a > 0.

(a) Firz,y € R ist a*a¥ = oY, (a*)¥ = a™.

(b) a* >0 firrz € R, und a® =1,

(¢) 1" =1, und fir a > 1 ist x — a® streng monoton wachsend sowie fir a < 1
streng monoton fallend.

Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion zur Basis 0 < a # 1 heifit Loga-
rithmus zur Basis a:

log, : (0,00) = R, x> log,z.
Eigenschaften: Sei a > 0 und z,y > 0.

(a) log,(zy) =log,z +1log,y, log,(}) =log,z —log,y.
(b) a'8«® = x und log, a* = z fiir z € R.
Inz

(c) log,z = =

Schliefflich sind Exponential- und Logarithmusfunktionen stetig. Fiir die Funktion
exp kann man das wie folgt einsehen. Wegen

le® —e¥| = eY[e" Y — 1]

muf} man nur zeigen, dass die Funktion exp an der Stelle 0 stetig ist. Fiir |z] <1
st nun

gy > "
-1 = | = |
n n=1
|x|n—1 0 1
= YT < Y = lele- ),
! —~n!

d.h.
e —1| < (e—1)|z| fir|z|<1.

Hieraus folgt die Stetigkeit an der Stelle 0. |
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3.5 Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir sehen uns nun einige Eigenschaften stetiger Funktionen an.

Satz 3.18 (Satz vom Maximum) Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig auf
la,b]. Dann gibt es Punkte xq, 1 € [a,b] mit

fzo) < f(x) < f(x1) fiir alle x € [a,b].

Sind xg, z; solche Punkte, so sagt man, dass f in zg ein Minimum und in z; ein
Maximum besitzt. Spater werden wir Extremwertaufgaben 16sen, d.h. wir suchen
z.B. x so, dass f(z) moglichst grofl wird. Satz 3.18 gibt uns Bedingungen dafiir
an, dass solche Extremwertaufgaben iiberhaupt losbar sind. Die Voraussetzung,
dass das Intervall in Satz 3.18 abgeschlossen ist, ist dabei wesentlich. Betrachtet
man z.B. die Funktion f(z) = 2 auf dem Intervall (0,1), so findet man keinen
Punkt 2o mit f(x) < f(zo), d.h. = < x, fiir alle z € (0, 1).

Eine Funktion f : X — R heiit beschrdankt, wenn ihr Wertebereich B(f) be-
schrankt ist. Eine Folgerung von Satz 3.18 ist

Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist beschrankt.

Das ist klar, denn nach Satz 3.18 liegt ihr Wertebereich im abgeschlossenen In-
tervall [f(xg), f(x1)], und dieses ist beschriankt. Die Funktionen sin und cos sind
auf ganz R beschrinkt, wiahrend die Funktionen tan, cot,exp und In auf ihren
Definitionsbereichen unbeschrénkt sind.

Der folgende Satz entspricht der anschaulichen Vorstellung, dass Graphen stetiger
Funktionen keine ,,Liicken* aufweisen.

Satz 3.19 (Zwischenwertsatz) Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig auf |a, b].
Dann gibt es zu jeder Zahl ¢ zwischen dem Minimum und dem Maximum von f,
d.h.

min f(z) < ¢ < max f(x)
z€[a,b] z€[a,b]

ein xo € [a,b] mit f(zo) = c.

Es wird also jeder Wert zwischen dem Minimum und dem Maximum von f an-
genommen, oder anders gesagt: der Wertebereich von f ist ein Intervall:

B(f) = [min f(z), max f(z)].

z€[a,b] z€|a,b]

Insbesondere gilt:

Ist f:[a,b] — R auf |a,b] stetig und haben f(a) und f(b) unterschiedliche Vor-
zeichen (d.h. f(a)f(b) <0), so hat f eine Nullstelle in (a,b).
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Aus den Voraussetzungen folgt nédmlich, dass das Maximum von f positiv und
das Minimum negativ ist. Die Zahl 0 liegt also zwischen Minimum und Maximum
von f und wird daher angenommen. |

Beispiel Die Funktion exp nimmt positive Werte an (z.B. ¢ = exp0 = 1).
Wiirde sie auch negative Werte annehmen, so hétte sie eine Nullstelle. Das ist
aber nicht der Fall: wegen ee™® = e¥ = 1 ist stets e # 0. Also nimmt e® keine
negativen Werte an:

e® >0 firallez € R. ]

Hier ist die Beweisidee fiir die Folgerung aus dem Zwischenwertsatz. Sei [y :=
[a,b]. Wir halbieren Iy. Ist f(%2) = 0, so sind wir fertig. Andernfalls hat fiir
wenigstens eines der Intervalle [a, “*] und [%£®, b] die Funktion f an den End-
punkten unterschiedliche Vorzeichen. Sei I; ein solches Intervall. Wir halbieren
nun /; und gelangen wie beschrieben zu einem Intervall I5. Wir fahren auf diese
Weise fort und erhalten eine Folge Iy O I; O I, O ... ineinandergeschachtelter
Intervalle, deren Lingen gegen 0 gehen. Diese Intervalle ziehen sich auf einen

Punkt zy zusammen. Dieser ist eine Nullstelle von f. |

Dieses Verfahren der Intervallhalbierung kann auch zur ndherungsweisen Bestim-
mung von Nullstellen benutzt werden.

Im letzten Satz geht es um die Stetigkeit der Umkehrfunktion.

Satz 3.20 Die Funktion f : [a,b] — R sei auf [a,b] streng monoton wachsend.
Dann existiert die Umkehrfunktion f~': B(f) — [a,b], diese ist stetig und streng
monoton wachsend.

Die Existenz von f~! ist klar, da streng monoton wachsende Funktionen injektiv
sind. Man beachte aber, dass diese Umkehrfunktion automatisch stetig ist, ohne
dass man von f Stetigkeit verlangt! Dagegen ist es wichtig, dass f auf einem
Intervall streng monoton wéchst. Das zeigt folgendes Beispiel.

Beispiel Sei X = [-2,—1) U [1,2] und

1 —
frz+1  fallsze[-2,-1) /
flw) = { r—1 fallsz e [l,2] N g
_%_1 0
1

—
DO —
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Die Funktion f ist streng monoton wachsend, stetig, und sie bildet X bijektiv
auf [—1, 1] ab. Die zugehorige Umkehrfunktion ist

1 rz—1 falls x c [_170)a
f(z) —{35_1_1 falls « € [0, 1]. | {

Diese ist an der Stelle 0 unstetig. |
Natiirlich gilt Satz 3.20 auch fiir streng monoton fallende Funktionen.

Da die Funktionen

[0,00) = R, x> 2" R—R, z—e"
3. 5] =R, z—sinz [0,7] = R, x> cosx
(-5, 5)—R, w—tanz (0,7) =R, =z~ cotx

auf den angegebenen Intervallen streng monoton sind, sind ihre Umkehrfunktio-
nen z — /z, In, arcsin, arccos, arctan, arccot stetig.
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4 Differentialrechnung

Die Differentialrechnung verdankt ihre Existenz im wesentlichen zwei Personen
und zwei Problemkreisen.

Tangentenproblem (Leibniz) Gegeben ist eine reellwertige Funktion f, die auf
einer Umgebung von zy € R definiert ist. Gesucht ist der Anstieg der Tangente
an den Graphen der Funktion f im Punkt (xg, f(x¢)). Der Anstieg der Sekante
durch (zo, f(zo)) und (zo + h, f(zo + h)) mit h # 0 ist leicht zu bestimmen:

f(zo+h) — f(xo) _f($0+h)—f(370)'

(l‘o‘f—h)—l’o h

Sekante

flaot+h) pomoeoe Tangente

flwo) |---- i

0 Xo xo+ h

Anschaulich erwartet man, dass sich der Anstieg der Tangente in (xg, f(z0)) er-
gibt, wenn man den Grenzwert der Sekantenanstiege fiir o — 0 betrachtet:

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h '

Geschwindigkeitsproblem (Newton) Sei s(t) die bis zur Zeit t zuriickgelegte
Weglinge eines Massepunktes bei geradliniger Bewegung. Bei gleichférmiger Be-
wegung ist der Quotient

s(t) — s(to)

t— 1o
von den Zeitpunkten ty,¢ unabhingig und gibt die Geschwindigkeit des Mas-
sepunktes an. Bei einer beschleunigten Bewegung kann dieser Quotient nur ei-
ne Durchschnittsgeschwindigkeit sein. Die Momentangeschwindigkeit zum Zweit-
punkt £, sollte sich als Grenzwert ergeben:

V=

4.1 Definition der Ableitung

Definition 4.1 Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit differen-
zierbar im Punkt zo, wenn der Grenzwert

lim M — lim f(wo+h) — f(xo)

T—T0 T — X h—0 h

(4.1)
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existiert. Dieser Grenzwert heifit Ableitung von f an der Stelle xy und wird mit
f'(x) oder %(Jfo) oder % s, beZ€iChNEL.

Ist zg ein Endpunkt des Intervalles I, so betrachten wir einseitige Grenzwerte in
(4.1). Ist f in jedem Punkt von I differenzierbar, so heifit f differenzierbar auf I,

und die Funktion
FIoR o ()

heifit Ableitung von f auf I.

Ist f differenzierbar in z(, so wird die Tangente an den Graphen von f im Punkt
(2o, f(20)) durch die Gleichung

y = f(wo) + f'(w0)(x — 20)
beschrieben.

Beispiel 1 Die Funktion f : z +— 22 ist auf ganz R differenzierbar, und f’(z) =
2z. Fiir jedes xg € R ist ndmlich

flaot ) = flao) _ . (wo+h)—a}

. $3+2$0h+h2—$3
m

}lgr(l) h T 0 h B flL1_>0 h
= }llil%(2m0+h) = 2. [

Beispiel 2 Die Funktion f : z +— |z| ist im Punkt xy = 0 nicht differenzierbar.
Es ist ndmlich

. [0+hn|—=0] . h

W h = =t

_|0+A[—0] . —~h

o, = =1
Der Grenzwert limy . WT*O existiert also nicht, und auch anschaulich ist klar,
dass es im Punkt (0,0) keine Tangente an den Graphen von f gibt. u

Dieses Beispiel zeigt, dass eine stetige Funktion nicht unbedingt differenzierbar
sein muss. Es gilt aber die Umkehrung.

Satz 4.2 Ist f: I — R differenzierbar in xo € I, so ist f stetig in xg.

Beweis Wir setzen a := f’(2) und definieren eine Funktion r : [ — R durch

. %ﬁéxo) — f'(o) falls x # x
r(x) =
0 falls © = xg .

Die Funktion r ist stetig im Punkt xy, und es gilt
f(x) = f(zo) + oz — xo) + 7(x)(x — x0) .
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Fiir © — 1z hat die rechte Seite dieser Identitdt den Grenzwert f(xg). Also ist
auch lim, ., f(z) = f(x), d.h. f ist stetig in xq. N

Anmerkung: Es gibt sogar Funktionen, die auf ganz R stetig, jedoch in keinem
Punkt differenzierbar sind. Um eine solche Funktion anzugeben, sie zunéchst g
eine 1-periodische Funktion mit g(x) = |z| auf [-1/2, 1/2].

1/2

Die Funktion g ist genau an den Stellen k/2 mit k& € Z nicht differenzierbar. Wir
“verdichten” diese Stellen, indem wir fiir j € N definieren

() = o 9(2'r).

Jede Funktion g;(z) ist stetig und an den Stellen k/27*! mit k& € Z nicht diffe-
renzierbar. Schliellich erkldren wir eine Funktion f : R — R durch

T) = Z gi(z)

(Die Reihe konvergiert fiir jedes x € R nach dem Majorantenkriterium). Die
Funktion f ist nun auf ganz R stetig (das beweisen wir spéter), aber in keinem
Punkt differenzierbar. |

4.2 Differentiationsregeln

Satz 4.3 Die Funktionen f,g: 1 — R seien an der Stelle xq € I differenzierbar.
Dann sind auch die Funktionen cf mit c € R, f+ g, f-g und — falls g(xo) # 0
~ f/g an der Stelle zy differenzierbar, und es gilt

(cf)(wo) = cf'(x0),
(f+9) (o) = [f(xo) + g (20),
(f9)'(xo) = f'(xo)g(xo) + f(w0)g'(x0),
(f/g)/(xo) _ (‘TO) ( ) f(.’ll‘o)gl<$0) )

g(o)?

Beweis Wir iiberlegen uns beispielsweise die Produktregel:
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f(x)g(z) — f(x0)g(z0)

(f9)(xo) = lim

L F@)e() — Fleo)e(a) + Fln)o() — Flen)()
= xlijgo —f(g;) : isgjo) g(x) + IILI?O f(xo) —g(xi : i(()%)
= f'(zo)g(xo) + f(20)g'(w0) - n

Beispiel 3 Sei f(z) = 1/z fiir « € R\{0}. Nach der Quotientenregel ist diese
Funktion in jedem Punkt z € R\{0} differenzierbar, und es gilt

f/<l‘):0'l‘_1'1: 1

22 x?

Mit vollstéindiger Induktion kann man zeigen, dass fiir jedes n € N die durch
f(z) = 27" auf R\{0} erkldrte Funktion in jedem Punkt z € R\{0} differenzier-
bar ist und dass

f'(z) = —nart -

Fiir die Ableitung verketteter Funktionen hat man das folgende Resultat.

Satz 4.4 (Kettenregel) Seien f : J — R und g : I — R Funktionen mit
B(g) C J. Ist g in xo € I differenzierbar und f in g(xo) € J differenzierbar, so
st die verkettete Funktion fog: I — R in xg differenzierbar, und es gilt

(fog)(zo) = f(g(z0)) - ¢ ()

Das kann man sich (zumindest fiir Funktionen g, in in einer Umgebung von zy den
Wert g(zp) nur einmal annehmen) wie folgt klarmachen. Wir setzen g(z¢) = yo
und g(x) = y und erhalten

(fog)(x) — (fog)(x) _ flo(x)) — f(g(x0))

_ J(9(@) = f(g(20)) g(x) = gz0) _ f(y) = Flyo) g(x) — g(0)
9(x) — g(xo) T = Zo Y=Y r—x0

Da g an der Stelle z stetig ist, strebt y = g(z) gegen yo = g(zo) fiir © — z¢. Es
ist daher

i S09)@) = (fog)zo) _ . fy) = flyw) .~ 9(&) —g(zo)
z—z0 T — xg Y=o Y — Yo z—z0 X — Tg '
also
(fog9)(x0) = f'(y0)g' (o) = f'(9(x0)) g (o) . m
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Beispiel 4 Sei h(z) = (22 + 1)*” auf R. Dann ist h = f o g mit g(z) = 22 + 1
und f(z) = 2%, und wir erhalten mit der Kettenregel

K (z) = 2003 (22 + 1) - 22, m

Wir sehen uns noch die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion an. Sei also die
Funktion f : I — R injektiv. Dann ist f : I — B(f) bijektiv, und die Umkehr-
funktion g := f~!' : B(f) — [ ist erklirt. Wenn nun f an der Stelle zy € I
differenzierbar ist und wenn ¢ an der Stelle f(xzq) differenzierbar ist, so folgt aus
(go f)(xz) =z und der Kettenregel

1
f'(x0)

1=(g0f)(x0) = g'(f(w0)) - f'(x0) baw. g'(yo) =

mit yo = f(zo).

Es ist fiir Anwendungen dieser Regel sehr niitzlich, dass man die Differenzierbar-
keit der Umkehrfunktion gar nicht verlangen muss. Sie ergibt sich bereits aus der
Differenzierbarkeit (und einigen weiteren Eigenschaften) von f.

Satz 4.5 Die Funktion f: I — R sei auf dem Intervall I differenzierbar, und es
sei f'(x) > 0 fir alle x € I oder f'(x) < 0 fiir alle x € I. Dann besitzt f eine
Umkehrfunktion g = f~1: B(f) — I, diese ist differenzierbar, und

1

bzw. (1) (y) = W)

o) = f'(g(y))
fiir alle y € B(f).

Beispiel 5 Sei f(z) = 2? auf I = (0,00). Dann ist f'(z) =
x € I. Die Umkehrfunktion f=1 : (0,00) — (0,00) mit f~*(y
differenzierbar auf (0, 00), und es ist

2¢x > 0 fur alle
) = /Y ist also

W) =) =5 = fiir 1y > 0.

Man kann natiirlich auch die Umkehrfunktion zu f : x +— 22 auf [0, 00) bilden.
Diese ist aber in y = 0 nicht differenzierbar! (Warum?) n

4.3 Ableitungen spezieller Funktionen
4.3.1 Polynome und rationale Funktionen

Sein € N. Zur Berechnung der Ableitung der Funktion f : x — 2™ auf R benutzen
wir die fiir alle z, y € R giiltige Identitét

" — yn — (LU _ y>(xnfl +xn72y _’_xnf?;y 4. _'_xynf2 _i_ynfl)?
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die man leicht nachrechnet. Mit dieser Identitéit folgt sofort

oot —ap ) _ _ _ _
lim O = lim (2" ' 42" 2wo + - Faal 2 Fal ).
rT—xo T — Xy T—2x0

Also ist die Funktion f : x +— 2™ auf ganz R differenzierbar, und
fl(z) =na"". (4.2)

Fiir n = 0 rechnet man unmittelbar nach, dass die durch f(z) = 2° = 1 erklérte
Funktion auf ganz R differenzierbar ist und dass f'(x) = 0 fiir alle z € R. Sei
schlieBlich n < 0 und f(z) = 2" fir alle z € R\{0}. Dann findet man wie in
Beispiel 3 mit der Quotientenregel, dass f auf R\{0} differenzierbar ist und dass
wieder f'(x) = na"! fiir alle x # 0. Die Beziehung (4.2) gilt also fiir alle n € Z
und alle z # 0.

Mit (4.2) und Satz 4.3 konnen wir die Ableitungen beliebiger Polynome und
beliebiger rationaler Funktionen (= Quotienten zweier Polynome) bestimmen.

4.3.2 Exponential-, Logarithmus- und Potenzfunktionen

Wir untersuchen zunéchst die Differenzierbarkeit der durch f(z) = e* auf R
erkldrten Exponentialfunktion. Wegen

flzo+h) — f(xg) emoth — 20 el —1

— — %o
7 = : =e . (4.3)

haben wir den Grenzwert limy,_. ehh—’l zu bestimmen. Nach Definition der Expo-

nentialfunktion ist fiir x # 0

et —1 1 = gn 1 o= 2" 1 T x?
= — —_— —1 = — _— = — _ _— P
T x((zn'> ) xzn! 1!—i_2!—i_i%!+

Wir werden spéter sehen, dass man den Grenziibergang x — 0 in jedem einzelnen
Summanden dieser Reihe vollziehen darf. Dieser Grenziibergang liefert

et —1
lim =
x—0 X

1. (4.4)

Zusammen mit (4.3) erhalten wir, dass die Funktion f = exp auf ganz R diffe-
renzierbar ist und dass

f(z) = (") =¢€” fiir alle x € R, (4.5)

Die Exponentialfunktion stimmt also mit ihrer Ableitung iiberein.
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Die Umkehrfunktion zu f : x — e” ist die auf (0,00) erkliarte Funktion g mit
g(y) = Iny. Nach Satz 4.5 ist g in jedem Punkt z € (0,00) differenzierbar, und

es ist
1 1 1

g (x)=(Inx) = Fla@) = e =g (4.6)

Mit (4.5), (4.6) und der Kettenregel konnen wir weitere Funktionen differenzieren.

Sei f(z) = a® mit a > 0 und x € R. Wir schreiben a® = ¢*!"® und erhalten mit
der Kettenregel (wobei wir g : « +— zlna als innere und h : z — €” als duBere
Funktion haben)

(a®) =e* ™. Ina = a”"Ina. (4.7)

Sei nun f(z) = log,  mit @ > 1 und = > 0. Dann ist f die Umkehrfunktion zu
g :x+— a®, und mit (4.7) und Satz 4.5 folgt

1 1 1
w2V — _ _ _ 1.8
(log, ) g'(log,z) a®lna x-lna 8

SchlieBlich sei f(z) = 2 mit z > 0 und a € R. Wir schreiben 2 = ¢*"* und
erhalten mit der Kettenregel (mit g : z +— alnz bzw. h : x +— €* als innerer bzw.
duBerer Funktion)

a\/ __ _alnx a_ a a
(:E)_e —_ = s —

=azr" "t (4.9)

4.3.3 Trigonometrische Funktionen

Wir werden spéter sehen, dass man eine dhnliche Begriindung wie fiir den Grenz-
wert (4.4) auch fir den folgenden Grenzwert geben kann:

sin x

lim

lim == = 1. (4.10)

Anschaulich ist dieser Grenzwert zu erwarten, da fiir x nahe bei 0 gilt |sinz| <
lz] < |tanz| und daher cosz < *2% < 1 fiir  # 0. Aus (4.10) und den in
Abschnitt 3.4.3 vermerkten Identitéaten

sin x — sin xg T+ xo sin T
—————— = oS —
T — X0 2 =
COS T — COS Tg . X+ xp sin “;’”0
————— = —gin T
T — T =

bekommt man die Differenzierbarkeit der Funktionen sin und cos auf R sowie die
Identitaten
(sinz) = cosx, (cosx) = —sinz. (4.11)

o4



Mit Quotientenregel findet man dann die Ableitung von tan auf R\(§ + k):

sinz\’  (sinz) cosz — sinz(cos z)
(tanx) = = .

cos T (cos )

~ (cos z)? 4 (sinz)? 1
(cosz)? (cosz)?’
also ] )
(tanz) = ——— und analog (cotz) = —. (4.12)
(cos ) (sinx)

SchlieBlich findet man mit Satz 4.5 und (4.11), (4.12) die Ableitungen der Ar-
kusfunktionen. Fiir f = sin auf (—Z,Z) ist die Umkehrfunktion f~! = arcsin :

T 22
(=1,1) — (-3, 5) differenzierbar, und
1 1
(arcsinz)’ = ,

cos(arcsin ) \/ 1 — (sin(arcsin z))?

also )
(arcsinx) = fir x € (—1,1). (4.13)
V1— 22
Ahnlich erhélt man
—1
(arccosx)’ = fir x € (—1,1) (4.14)
V1— a2
und 1 ]
(arctan z)" = o2 (arccot z)" = a2 fir z € R. (4.15)

4.4 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen
4.4.1 Lokale Extrema

Definition 4.6 Die Funktion f : (a,b) — R hat in x¢ € (a,b) ein lokales Maxi-
mum (bzw. ein lokales Minimum), wenn es ein € > 0 gibt, so dass

f(zo) > f(x) fir alle x € (xg —€,20 + ) N (a,b)
(bzw. f(zo) < f(x) fir alle x € (xg — €, xg +£) N (a,b)).

Satz 4.7 Sei f : (a,b) — R differenzierbar an der Stelle x¢ € (a,b). Hat f in xg
ein lokales Mazimum oder ein lokales Minimum, so ist f'(xq) = 0.
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Wir iiberlegen uns diese Aussage fiir den Fall eines lokalen Maximums. Sei ¢ > 0
so gewéhlt, dass (xg — ¢, 2o + ) C (a,b) und dass

f(zo) > f(x) furalle x € (zg—e, o+ ¢).

Dann ist fiir alle x € (xg — €, o)

—f(:c) — f(zo) >0 und folglich f'(z9) = lim —f(:c) — fzo) >0

T — T a>z0 X —x9

wéhrend fiir alle x € (2o, 2o + ) gilt

J@ ZJ@) o nd folglich /(o) = tim L= .
T — Xo T—x0 Tr — Xy
Also ist f'(zg) = 0. n

Satz 4.8 (Rolle) Sei f stetig auf |a,b] und differenzierbar auf (a,b), und sei
f(a) = f(b). Dann gibt es einen Punkt & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweisidee Die Funktion f ist stetig auf [a,b] und nimmt nach Satz 3.18 ihr
Supremum und ihr Infinum an. Man iiberlegt sich, dass wenigstens eine dieser
GroBen im Inneren von [a, b] angenommen wird. In diesem Punkt ist die Ableitung
von f nach Satz 4.7 gleich 0. |

4.4.2 Der Mittelwertsatz

Satz 4.9 (Mittelwertsatz) Die Funktion f sei stetig auf [a,b] und differenzier-
bar auf (a,b). Dann gibt es (wenigstens ein) & € (a,b) mit

fb) = f(a)

I e,
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Fiir Beweisinteressierte: Fiir z € [a, b] sei

Die Funktion h ist stetig auf [a,b], differenzierbar auf (a,b), und es ist h(a) =
h(b) = 0. Nach dem Satz von Rolle gibt es ein £ € (a,b) mit

f(b) = f(a)

=0.
b—a "

(&) = f(§) -

Geometrische Interpretation des Mittelwertsatzes: ! (bl)):g @ st der Anstieg der

Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)), und f'(£) ist der Anstieg einer
dazu parallelen Tangente.

o

T e R ——
782% L

(=l

Folgerung 4.10 Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b).

(a) Ist f'(x) =0 fir alle x € (a,b), so ist f konstant.

(b) Ist f'(x) > 0 (bzw. f'(x) < 0) fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton
wachsend (bzw. streng monoton fallend) auf [a,b].

(c) [ ist genau dann monoton wachsend (fallend) auf [a,b], wenn f'(z) > 0
(f'(x) <0) fir alle z € (a,b).

Beweis Wir iiberlegen uns nur die Aussage (a). Die iibrigen Aussagen kann man
dhnlich zeigen.

Seien z1, x9 € [a,b] mit x; < z5. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ € (xy, z2)

" F(r2) ~ 5o
xg) — flx
= ().
To — X1
Nach Voraussetzung ist f'(£) = 0. Also ist f(x2) = f(x;) fiir beliebige z1, x4y €
la, b]. [
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Die Funktion f : R — R, x +— 2 zeigt, dass die Ableitung einer streng monoton
wachsenden Funktion durchaus in einigen Punkten gleich Null sein kann.

Mit Folgerung 4.10 ist klar, dass Funktionen wie exp : R — R oder sin : [-7, 7]
streng monoton wachsen.

4.4.3 Konvexitidt und héhere Ableitungen

Im vergangenen Abschnitt haben wir mit Hilfe der Ableitungen das Monotonie-
verhalten einer Funktion charakterisiert. Nun schauen wir uns das Kriimmungs-
verhalten an.

Definition 4.11 Fine Funktion f : [a,0] — R heifit konvex, wenn fir alle
x1, X9 € [a,b] und fir alle t € [0, 1] gilt:
P = By +t22) < (1= ) () + 1 (). (4.16)
Steht in (4.16) das Relationszeichen >, so heifst f konkav auf [a,b].
Man beachte, dass fiir beliebige Zahlen z1, x5 € R mit z; < x5 gilt
{(1 =t)xy +twy 1 t €]0,1]} = [21, 2] .

Geometrische Deutung: Der Graph einer konvexen (konkaven) Funktion liegt un-
terhalb (oberhalb) der Verbindungsstrecke zweier beliebiger seiner Punkte.

f(x2)

f(z1)

0 T q\ T2

(1 — t)xl + tao

Diese Deutung sieht man am einfachsten ein, wenn man den Graphen von f so
verschiebt, dass x; = f(z1) =0 :

f(l“z)
tf(z2)
f(tzz)

0 txo T9
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Die Konvexitét differenzierbarer Funktionen léf3t sich wie folgt charakterisieren.

Satz 4.12 Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann ist f ge-
nau dann konvex (konkav) auf [a,b], wenn die Ableitung f' auf (a,b) monoton

wachsend (fallend) ist.

Nun wissen wir aus Folgerung 4.10, dass man die Monotonie einer differenzier-
baren Funktion f mit Hilfe ihrer Ableitung f’ beschreiben kann. In Satz 4.12
benétigen wir die Monotonie der Ableitung. Diese konnten wir mit Mitteln der
Differentialrechnung untersuchen, wenn wir wiissten, dass f’ differenzierbar ist.

Differenzierbare Funktionen auf (a, b), deren Ableitung f” auf (a, b) differenzierbar
ist, heien zweimal differenzierbar, und (f’)" heift zweite Ableitung von f. Statt
(f") schreibt man f”. Ganz analog erklért man k-mal differenzierbare Funktionen
und k-te Ableitungen. Fiir die k-te Ableitung von f im Punkt zy € (a, b) schreibt

man
k

d
F® (z9)  oder d—x{:(azo).
Mitunter ist es zweckméfig, die Funktion f selbst als O-te Ableitung von f zu
betrachten. Man schreibt dann f = £(©.

Aus Satz 4.12 und Folgerung 4.10 erhalten wir:

Satz 4.13 Sei f auf [a,b] stetig und auf (a,b) zweimal differenzierbar. Dann ist
f genau dann konvez (konkav) auf [a,b], wenn f"(x) > 0 (f"(z) < 0) fir alle
x € (a,b).

Beispiele Fiir die Exponentialfunktion ist (e”)” = (e®)" = e”. Also ist exp auf
ganz R konvex. Fiir die Sinusfunktion ist (sinz)” = (cosz)’ = —sinz. Also ist
sin z.B. auf [0, 7] konkav und auf [7, 27| konvex. N

4.4.4 Der Satz von Taylor

Wir schreiben den Mittelwertsatz
f(x) — f(xo)

Tr — X9

3¢ € (0, 7) : = f'(¢)
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in der Form

K € (zo,2) 0 flx) = flzo) + f'(§)( — 20) (4.17)
und interpretieren ihn neu: Der Term f'(£)(x — xo) beschreibt den Fehler, den
man begeht, wenn man die Funktion f durch die konstante Funktion f(xq) er-
setzt. Man kann nun daran denken, die Funktion f genauer zu approximie-
ren, indem man nicht nur (wie in (4.17)) konstante Funktionen, sondern Po-
lynome zur Approximation zuldfit. Es ist nahe liegend, diese Polynome P so
zu wéhlen, dass nicht nur die Funktionswerte f(zp) und P(zg) iibereinstim-
men (wie in (4.17)), sondern auch die Werte der Ableitungen f'(x¢) = P'(zo),
f"(z0) = P"(x0),..., f™(z¢) = P™(z0), wobei n der Grad des Polynoms P ist.
Wir iiberlegen uns zunéchst, wie ein solches Polynom aussieht und machen dazu
den Ansatz

P(z) = ag + ai(x — x0) + az(z — 20)* + ... + an(z — 20)".
Offenbar ist P(xg) = ag. Weiter ist
P'(z) = a1 + 2ay(x — x0) + ... + nay(z — z0)" "
und daher P'(zg) = a;. Aus
P'(z) = 2as+ ... +n(n — ay(z — 20)" 2

folgt ay = L P"(z0). Allgemein findet man

ar, = — P®(xy),

k!
was mit den Vereinbarungen 0! = 1 und P® = P auch fiir k = 0 richtig ist. Wir
erhalten damit

n

P(x):Zakx—xo Zk' z0)(z — 20)" .

k=0

Ist also f eine in xy n-mal differenzierbare Funktion, so wird durch

(x,x0) Z 1 F® (o) (@ — )" (4.18)

ein Polynom vom Grad < n definiert, welches im Punkt zy in allen Ableitun-
gen bis zur n-ten mit der Funktion f iibereinstimmt. Dieses Polynom heifit das
Taylorpolynom vom Grad n von f im Punkt xy. Der Fehler, der beim Ersetzen
einer Funktion durch ihr Taylorpolynom gemacht wird, wird in folgendem Satz
beschrieben. Dazu vereinbaren wir, eine Funktion f : [a,b] — R n-mal stetig
differenzierbar zu nennen, wenn sie auf |a, b] n-mal differenzierbar und ihre n-te
Ableitung stetig ist.
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Satz 4.14 (Taylor) Sei f : [a,b] — R n-mal stetig differenzierbar, und auf (a,b)
existiere die n+1-te Ableitung. Dann gibt es ein & € (a,b) so, dass

n (n+1)
FO) =3 -+ LS e g
2 / o
= T;,(b, a) =: Ry (b, a)

Dabei ist T,,(b,a) das Taylorpolynom vom Grad n von f in a, und R, (b,a) heift
das Restglied nach Lagrange.

Beweisidee Man definiert eine Funktion A : [a,b] — R durch

"(x () (g
W) = 10) ~ f@) ~ LDy - L)

(b— )"t
(n+1)! 7

b—2x)"—m

wobei m so gewahlt wird, dass h(a) = 0. Die Funktion h ist stetig auf [a, b],
differenzierbar auf (a,b), und es ist h(a) = h(b) = 0. Ihre Ableitung im Punkt
x € (a,b) ist
f)(x) (b—=2)"
! _ o n
B (z) = oy (b—z)"+m o
(Nachrechnen!) Nach Rolle gibt es ein & € (a,b) mit A/(§) = 0. Aus (4.20) erhilt

man damit fiir m
()

— =gt tm

(4.20)

(b—¢)"

n!

=0 bzw. m= fr(E).

Man setzt diesen Wert fiir m in die Definition von h ein, wahlt £ = a und erhélt
(4.19). n

Beispiel 6 Die Sinusfunktion ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar. Wir
koénnen also fiir jeden Punkt xy € R Taylorpolynome beliebig hoher Ordnung bil-
den. Mit f(x) = sinxz, f'(z) = cosz, f"(xr) = —sinz, f"(x) = —cosx, fP(z) =
sin x erhalten wir fiir a = 29 = 0

(k) 0 fiir k gerade
/(0) =< 1/k!'  fir k=1,5913,...
—1/k! fir k=3,7,11,15,....

Die ersten Taylorpolynome von f im Punkt 0 sind also

To(z,0) = 0,
Ti(z,0) = =z,
Ty(x,0) = Ti(z,0),
3
T3(x,0) = x— o
Ty(z,0) = T3(z,0),



und der Satz von Taylor ergibt fiir n = 2m — 1,m € N,
‘ I R L g2mel
smx:x—a%—g—---—l—(—l) <2m_1>!+R2m,1(9&,0).

Das Restglied ist von der Gestalt
j12n0(§) 2m

am)l x mit einem £ € (0, x),

|x‘%n

und wegen | ™ (£)| < 1 kénnen wir das Restglied abschitzen:
Rop—1(x,0)| < .
| 2 1($ )| (2nw!

Damit haben wir die Moglichkeit, sin x mit einer vorgegebenen Genauigkeit néhe-

rungsweise zu berechnen.
A

ol —|
(
g "

Beispiel 7 Sei f(z) = In(z + 1),290 = a = 0 sowie z = b € (—1,00). Dann ist
f(x) = 4= und fP(z) = (=) (k- 1)1 + )" fiir k> 2 und daher
(k) -1 k—1
£(0) =0, fk,(o)—( S ks,
Einsetzen in die Taylorsche Formel liefert
R R " 1 x
ml4+z)=7— =+ 2 -2 o )t e
mit einem £ € (0,x). Fiir z = 1 ist £ € (0,1) und folglich
1 $n+l 1

0= (_1)n(1+€)”+1n+1 Shl
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Wegen R,(1,0) — 0 ist klar: Die Reihe 3232, (—1)""
konvergiert gegen In 2. |

Beispiel 8 Fiir f(r) = e ist f*)(0) = 1 fiir jedes k € Ny und somit

rop ity @
e = —_ _— P _
12 nl " (n+ 1)

l,n—i—l

mit einem £ € (0,x). Das n-te Taylorpolynom ist also gerade die n-te Parti-
alsumme der Reihe, mit der wir exp definiert haben. Wir kommen auf diesen
Zusammenhang spater zuriick. |

4.5 Anwendungen auf die Untersuchung von Funktionsgraphen

Wir sehen uns nun genauer an, wie sich fiir geniigend oft differenzierbare Funk-
tionen ihr Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie lokale Extrema mit Hilfe
der Differentialrechnung effektiv untersuchen lassen. Wir wissen bereits:

e f hat in z( ein lokales Extremum = f'(z) =0 (Satz 4.7)
e f monoton wachsend (fallend) < f'>0(f'<0)  (Folgerung 4.10)
e f konvex (konkav) s f7>0(f"<0). (Satz 4.13)

Fiir lokale Extrema haben wir bisher nur eine notwendige Bedingung angegeben.
Wir ergénzen diese durch hinreichende Bedingungen. Anschaulich klar ist die
folgende Bedingung.

Satz 4.15 Sei [ differenzierbar auf (a,b), xo € (a,b), f'(x¢) =0, und f" wechsle
i xog das Vorzeichen. Dann besitzt f ein lokales Maximum in xqy, wenn das Vor-
zeichen von 4+ nach — wechselt fiir groffer werdendes x, und ein lokales Minimum
ber Wechsel von — nach +.

Satz 4.16 Sein > 2, f auf (a,b) n-mal stetig differenzierbar, und xo € (a,b).
Weiter sei f*)(xg) = 0 fir k = 1,2,...,n — 1 und f™(x) # 0. Ist n gerade,
so besitzt f in xg einen lokalen Fxtremwert, und zwar ein lokales Minimum, falls
f™(x0) > 0 und ein lokales Mazimum fiir f™(zo) < 0. Ist n ungerade, so liegt
m xo kein Extremwert vor.

Wir wollen uns dies fiir n = 2 klarmachen, d.h. wir zeigen unter den Vorausset-
zungen des Satzes

f(xg) =0, f"(xg) >0 = f hat lokales Minimum in xy,
f(xo) =0, f"(xg) <0 = f hat lokales Maximum in x.
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Sei z € (a,b). Der Satz von Taylor liefert uns die Existenz eines & € (xg, z) mit

_ (o) £1(9) G
1! 2! 2!

f(z) = f(xo) (x —x0) + (x — 0)” (x —x0)*.
Sei beispielsweise f”(zp) > 0. Wegen der Stetigkeit von f” gibt es dann eine
Umgebung U C (a,b) von z, auf der f” positiv ist. Fiir z € U ist auch £ € U,
und wir erhalten
_ () 2 )
flz) — fxg) = 0 (x —x9)° >0 firallex e U\{zo}.
Also besitzt f in xy ein (sogar echtes) lokales Minimum. Den Fall f”(z() < 0

behandelt man analog.

Ein Punkt g € (a,b) heifit Wendepunkt von f : (a,b) — R, wenn es eine Umge-
bung (zo—¢, zo+¢€) C (a,b) von xy gibt, so dass f auf (xo—e, x¢) konvex (bzw.
konkav) und auf (xg, zo+¢) konkav (bzw. konvex) ist.

Satz 4.17 (a) Sei f in (a,b) zweimal stetig differenzierbar und xy € (a,b) ein
Wendepunkt von f. Dann ist f"(zg) = 0.

(b) Sein >3, f auf (a,b) n-mal stetig differenzierbar und xo € (a,b). Weiter
sei f®)(zg) = 0 firk = 2,...,n — 1 und f™(xy) # 0. Dann ist xo ein
Wendepunkt fiir f, falls n ungerade ist, und kein Wendepunkt, falls n gerade
1St.

Die Begriindung folgt wieder mit dem Satz von Taylor.

Beispiel 9 Wir betrachten die Funktion f : [-1,1] — R, x — 2. Fiir diese ist
f'(z) =2z und f"(z) = 2 fiir alle z € (—1,1). Nach Satz 4.16 hat f in zy = 0 ein
lokales Minimum, und nach Satz 4.17 hat f keine Wendepunkte. Man beachte,
dass wir in (—1,1) keine lokalen Maxima gefunden haben. Da die Funktion f
aber stetig ist, muss sie auf [—1, 1] globale Maxima und Minima besitzen. Wie
wir gesehen haben, kann das globale Maximum nur in den Endpunkten £1 des
Intervalles angenommen werden. Wegen f(1) = f(—1) = 1 ist klar: Die Funktion
f nimmt in +1 ihr globales Maximum an und in 0 ihr globales Minimum. |

4.6 Anwendung auf die Bestimmung von Grenzwerten

Die folgende Regel von de I’Hospital hilft bei der Bestimmung von Grenzwerten
von Briichen der Gestalt “0/0”.

Satz 4.18 Die Funktionen f und g seien auf (a,b) n-mal stetig differenzierbar,

in wo € (a,b) gelte f(zo) = f'(wo) = ... = f""V(xo) = 0 sowie g(w) = ¢'(x0) =
o= g D (z9) = 0 und g™ (20) # 0. Dann existiert der Grenzwert lim,_.,, i;(_i)’
£ (20)

und dieser Grenzwert ist gleich 57— .
g™ (o)
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Beweis Der Satz von Taylor liefert

f@) _04+0+...+0+ (z—xo)"f™(&)/n! _ ["(&)
gz)  0+0+4... 40+ (@ —=z)"g™(na)/n! g™ ()

mit gewissen Zahlen &,, 1, € (zo, ). (Man beachte, dass wegen g™ (z) # 0 und
wegen der Stetigkeit von g™ auch ¢™(n,) # 0 fiir alle 7, aus einer geeigneten
Umgebung von xy und dass dann auch g(x) # 0 fiir alle x # xg, die nahe genug
an xo liegen.) Fiir z — z konvergieren £, und 7, gegen . Aus der Stetigkeit
von f(™ und ¢™ sowie aus ¢ (xq) # 0 folgt

F(&)  f™(x)

T
lim —/= = Ii = : u
s gl@) e gO() g (o)

Beispiel 10 Fiir a > 0 und o, 8 > 0 ist

¢ — a® ax® ! aa® ! o

lim —— = lim = = —q* ", (]
Tr—a (L‘/g — a/ﬂ Tr—a ﬁxﬂ_l /Baﬁ_l /6

(o7

Beispiel 11 Die Regel von I'Hospital gilt auch, wenn unbestimmte Ausdriicke
der Gestalt “oco/o0” vorliegen (vgl. Barner/Flohr, S. 276 — 277). So ist z.B.

Inz 1

lim xlnleimT:lim il = lim —xz = 0.
z\,0 z\0 P z\,0 -2 z\,0

In diesem Beispiel haben wir einen unbestimmten Ausdruck “0-oc” in die Form
“00/00” gebracht und darauf 'Hospital angewandt. Ahnlich lassen sich zahlreiche
weitere Grenzwerte, die auf unbestimmte Ausdriicke wie “co — oo” oder “1°°”
fithren, berechnen. m
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5 Integralrechnung

Es sind wenigstens zwei Probleme, die zur Herausbildung der Integralrechnung
gefithrt haben.

Flichenberechnungen Gegeben ist eine Funktion f : [a,b] — [0,00). Gesucht
ist der Inhalt der von den Geraden = = a,r = b,y = 0 und vom Graphen
der Funktion f berandeten Fliche. Genau genommen miissen wir dazu vorab
die Frage kldaren, was wir unter dem Inhalt einer kompliziert geformten Fléiche
verstehen wollen. Es geht uns also nicht nur um eine Berechnungsvorschrift fiir
Flacheninhalte, sondern auch um deren Definition.

y

Umkehrung des Differenzierens Kann man aus der Ableitung einer Funktion die
Funktion selbst rekonstruieren? Gibt es fiir jede Funktion f eine Funktion F' mit
F" = 7 Wenn ja, wie viele solcher Funktionen gibt es?

Zur Beantwortung dieser und anderer Fragen wurden verschiedene Integralbegrif-
fe entwickelt, von denen wir einen der einfachsten - das Riemann-Integral - nun
kennen lernen wollen.

5.1 Der Begriff des Riemann-Integrals

Eine nahe liegende Idee zur Berechnung des Inhalts eines komplizierten Gebietes
(etwa des oben skizzierten) ist es, das Gebiet durch andere Gebiete ,,anzundhern®,
deren Flachenberechnung einfacher ist, etwa durch Gebiete, die aus endlich vielen
Rechtecken zusammengesetzt sind. Wir hoffen, dass wir dem wahren Fléchenin-
halt ndherkommen, wenn wir die Approximation ,,verfeinern®, indem wir z.B. die
Rechtecke schmaler machen. Diese vagen Vorstellungen wollen wir nun prézisie-
ren.

Sei [a, b] ein Intervall, und Z := {zg,x1,...,2,} sei eine Menge von Punkten aus
la, b] mit
a=xg<T1<...<x,=>.

Dann heifit Z eine Zerlegung von |[a, b]. Fiir jede beschriankte Funktion f : [a,b] —
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R und jede Zerlegung Z definieren wir fiir j =1,...,n

m; = inf{f(x): x € [z;_1, ]},
M, = sup{f(x): z € [x;_1,xj]}.

Dann heiflen
=3t =5
und

ZM — Tj— 1

die zur Zerlegung Z und zur Funktion f gehorende Untersumme und Obersumme.

7
47@?> 77%

In der Skizze ist die Untersumme gleich dem Fliacheninhalt des schraffierten Be-
reichs.

Eine Zerlegung 7' = {x(, 2!, ...,z } heifit eine Verfeinerung der Zerlegung 7 =
{zo,x1,...,2,}, wenn

{xo, 01,20} C {ag, 2y, ... 2l }.
Lemma 5.1 Sei f : [a,b] — R beschrankt.
(a) Fir jede Zerlegung Z von [a,b] und jede Verfeinerung Z' von Z gilt

Uz f)<U(Z,f), OZ,f)<0(ZFf).
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(b) Fir je zwei Zerlegungen Zy, Zs von |a,b| gilt

U(Zi,f) <O(Zs, f).

Beweis (a) Wir iiberlegen uns nur die erste der Behauptungen, und diese nur
fiir den Fall, dass Z’ genau einen Punkt x* mehr enthélt als Z. Sei also Z =

o, T1,..., Tyt und x; 1 < x* < x;. Fiir
j j
my = inf{f(z): € [z;_1,2"]},
mj = inf{f(z): v €[z, 1]}

ist m; < m; und m; < m;’, und wir schitzen ab:
mj(x; — xj-1) = my(x; — &) +my(a” — ;1) <mf(z; — %) +mia” —xj-1).

Da beim Ubergang von U(Z, f) zu U(Z', f) lediglich der Summand m;(x; —2;_1)
durch mj(x; — x*) + m/ (" — x; 1) ersetzt wird, folgt die Behauptung.

(b) Sei Z’ eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und 7 (z.B. 7' = Z,UZ,). Nach
Teil (a) ist U(Zy, f) < U(Z', f) und O(Z', f) < O(Zs, f), und die Ungleichung
UZ', f) <O(Z', f) gilt offenbar. N

Nach Lemma 5.1(b) ist die Menge aller Untersummen einer beschrénkten Funkti-
on nach oben (durch jede Obersumme) beschrénkt, und die Menge aller Obersum-
men ist nach unten (durch jede Untersumme) beschrankt. Nach dem Vollstandig-
keitsaxiom existieren

U(f,a,b):=supU(f, 2), O(f,a,b):=infO(f,Z),
Z

wobei Infimum und Supremum iiber alle Zerlegungen Z von [a,b] genommen
werden.

Definition 5.2 Die Funktion f : [a,b] — R sei beschrankt. Gilt
U(f7a7b) = O(f7a7b> = r?

so heifit f Riemann-integrierbar auf [a,b]. Der gemeinsame Wert r heifit dann
das Riemann-Integral von f auf [a,b] und wird mit

/abf(x)da:

bezeichnet. Es heiffen a untere und b obere Grenze des Integrals, [a,b] das Inte-
grationsintervall, f der Integrand und x die Integrationsvariable.
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Natiirlich kann man die Integrationsvariable auch anders nennen:

/abf(x)dx:/abf(t)dt:/abf(s)dszm

Ein einfaches Kriterium zum Uberpriifen der Riemann-Integrierbarkeit ist das
folgende.

Satz 5.3 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlequng Z von [a,b] so gibt, dass

O(va) _U(Z>f) <e.
Beweis (<) Fiir jede Zerlegung Z von |a, b] ist
U(Z, f) <U(f,a,b) < O(f,a,b) < O(Z, f) . (5.1)

Wir wéhlen eine Zerlegung Z,, so, dass O(Z,, f) — U(Z,, f) < 1/n. Wegen (5.1)
ist dann 0 < O(f,a,b) — U(f,a,b) < 1/n, und da dies fiir jedes n gilt, muss
O(f,a,b) =U(f,a,b) sein.

(=) Sei f Riemann-integrierbar und J := fab f(z)dz, und sei € > 0 beliebig
vorgegeben. Da J das Infimum von Obersummen und das Supremum von Unter-
summen ist, gibt es Zerlegungen Z;, Z5 von [a, b] mit

J—=U(Z,f) <e/2 und O(Zy, f)—J <¢e/2.

Sei Z eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und Z,. Nach Lemma 5.1(a) ist dann
U(Zy, f) SU(Z, f) sowie O(Z, f) < O(Zs, f) und daher

J-U(Z f)<e/2 und O(Z,f)—J<¢e/2.
Addition dieser Ungleichungen liefert O(Z, f) = U(Z, f) < €. n

Beispiel 1 Sei 0 < a < b. Auf dem Intervall [a, b] betrachten wir die Funktion
f @~ 22 Wir wihlen eine gleichméBige Zerlegung Z = {xg, z1,...,7,} mit

b_
vj=a+——j firj=01,...,n.
n

Mit h := b’T“ ist dann z; — x;_1 = h. Da f auf [a, b] monoton wéchst, ist
mj = f(zjo1) =2, und M; = f(x;) = 3,
und wir erhalten
U(Z f)=hY a7 uwd OZ f)=h> .

=0 j=1
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Also ist
b—a)(b*—a?)

n

O(Zaf)—U(Z>f):h(xi—xg):h(zﬁ_a?):(

Ist nun € > 0 beliebig vorgegeben, so wahlen wir n grofler als (b_a)(gﬂ Fiir

die zugehorige Zerlegung ist dann O(Z, f) — U(Z, f) < e, d.h. f ist Riemann-
integrierbar nach Satz 5.3. |

Beispiel 2 Fiir die durch

1 falls x rational
f(x) =

0 falls x irrational

definierte Dirichlet-Funktion auf [a,b] ist jede Obersumme gleich b — a und jede
Untersumme gleich 0. Also ist f nicht Riemann-integrierbar. |

Wir haben das Riemann-Integral iiber Ober- und Untersummen eingefiihrt und
wollen uns noch eine weitere Moglichkeit der Definition des Riemann-Integrals
ansehen.

Sei wieder f : [a,b] — R beschrinkt und Z = {z¢,x1,...,2,} eine Zerlegung
von [a,b]. Fiir jedes 7 = 1,2,...,n sei §; ein Punkt aus [z;_1,2;]. Dann heifit
€= (&,%,...,&,) ein Zwischenvektor zu Z und

R(Z,€, f) = Zf(ﬁj)(xj — xj-1)

die zugehorige Riemannsumme. (Vgl. Skizze auf S. 238 des Arbeitsbuches)
Die Zahl

2] := max (z; — ;1)

heifft auch die Maschenweite der Zerlegung Z. Man betrachtet nun Folgen
(R(Zn,&n, f)),>; von Riemannsummen mit lim, .. |Z,| = 0. Wenn jede dieser
Folgen konvergiert, so haben diese Folgen einen gemeinsamen Grenzwert, und
dieser Grenzwert stimmt mit dem Riemann-Integral

/abf($) dx

uberein.
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5.2 Einige Klassen Riemann-integrierbarer Funktionen

Satz 5.4 Monotone Funktionen f : [a,b] — R sind Riemann-integrierbar.

Beweis Das zeigt man wie im Beispiel 1. Ist beispielsweise f monoton wachsend
und Z,, die Zerlegung von [a, b] in Teilintervalle gleicher Lénge, so ist

U(Zn, f) = ij —Zj1)

sowie
b —a <
Zn;f ZM ZEJ 1 n Zlf(l'])
=
Also ist
b—a [ — b—a
O(Zn, f) = UZn, f) = — (Z f(w;) —Zf(xj)) = —(f(t) - f(0)),
j=1 j=0
und dies wird kleiner als ein vorgegebenes ¢ > 0, wenn n grofl genug ist. |

Satz 5.5 Stetige Funktionen f : |a,b] — R sind Riemann-integrierbar.

Beweisidee Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Man iiberlegt sich zuerst, dass es ein
d > 0 gibt, so dass | f(t1) — f(t2)| < ¢/(b—a) fur alle t1,ts € [a,b] mit |t; —t2| < 0.
(Dies ist mehr als die iibliche Stetigkeit, da ¢ nicht von ¢;,¢, abhingt. Man sagt
auch, dass stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen gleichmdfSig stetig

sind.)

Sei Z, wieder eine Zerlegung von [a,b] in n Teilintervalle gleicher Lénge mit
b=a —~ § Dann ist zunichst

OZu ) =~ UZa ) = *— 2SO (M; —my).

j=1

Da stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr Supremum und Infimum an-
nehmen, gibt es fiir jedes j Punkte &},&7 € [v;1, 7] so, dass f(£)) = M; und
f(&7) = my. Aus x5, < &, &0 < x; folgt weiter | — &f| < ¢ und daher
f(&) — f(&7) <e/(b—a). Wir erhalten schlieSlich

O(me)—U(me)_b;aZ(f(fg)_f(S;/))<b—a ne . .

’ n b—a
7j=1
Insbesondere sind die uns bekannten elementaren Funktionen auf allen ab-

geschlossenen Intervallen in ihrem Definitionsbereich Riemann-integrierbar.
Dariiber hinaus kann man zeigen:
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e Jede beschriankte Funktion f : [a,b] — R mit hochstens endlich vielen
Unstetigkeitsstellen ist Riemann-integrierbar.

e Ist die Funktion f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und ist f(z) = g(x)
fiir alle Punkte z aus [a,b] mit Ausnahme hochstens endlich vieler, so ist
auch ¢ : [a,b] — R Riemann-integrierbar, und

/a )y = / ' g(2)de.

Man kann also Riemann-integrierbare Funktionen an endlich vielen Punk-
ten abédndern, ohne den Wert des Integrals zu dndern.

5.3 Eigenschaften des Riemannintegrals
Satz 5.6 Seien f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar.

(a) Fir jedes ¢ € R ist cf Riemann-integrierbar, und es gilt
b b b
/(cf)(x)dx—/ cf(x)dx—c/ f(z)dz .

(b) Die Summe f + g ist Riemann-integrierbar, und es gilt

b b b b
[+ a@in = [ (1) + ga))do = [ szt [ gla)de.
(¢) Das Produkt fg ist Riemann-integrierbar.

Die Aussagen (a) und (b) kann man am einfachsten so einsehen: Ist Z eine Zer-
legung und £ ein entsprechender Zwischenvektor, so gilt

R(Z,§ cf +9) = cR(Z,€, )+ R(Z,€,9).
Der Beweis von (c) ist etwas schwieriger. [
Satz 5.7 Seien f,qg: [a,b] — R Riemann-integrierbar.
(a) Ist f(z) < g(z) fir alle x € |a,b], so ist

/a  flayde < / ).

(b) Die Funktion |f|: [a,b] — R, z — |f(x)|, ist Riemann-integrierbar, und

| [ s < [ 1w,
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Die Aussage in (b) heiBt auch die Dreiecksungleichung fiir Integrale. Beachten Sie
die Analogie zu den bekannten Ungleichungen

n
lay + as| < ai|+ |az| und ’Zai
i=1

<) _lail.
i=1
Zum Beweis Aussage (a) ist klar, denn fiir jede Riemannsumme gilt

R(Z,&, [) < R(Z,€.9)-

Schwieriger ist der Beweis, dass |f| Riemann-integrierbar ist, falls f diese Eigen-
schaft besitzt. Wenn man aber davon ausgeht, dass | f| Riemann-integrierbar ist,
wird der Beweis von (b) einfach: Aus —|f| < f < |f| folgt ndmlich mit Teil (a)

- [ 1wl [ war< [,

und das ist die Behauptung. |

Zur Integration iiber Teilintervalle gibt folgender Satz Auskunft.

Satz 5.8 (a) Ist f : [a,b] = R Riemann-integrierbar und a < ¢ < d <'b, so ist
f auch auf [c,d] Riemann-integrierbar.

(b) Sei f :[a,b] - R und a < ¢ < b. Ist f auf [a,c] und auf [c,b] Riemann-
integrierbar, so ist f auch auf [a,b] Riemann-integrierbar, und es gilt

/f m_/f m+/f

Bisher haben wir das Integral fa f(z)dz fir a < b definiert. Mitunter sind die
folgenden Vereinbarungen niitzlich:

(a) /f

(b) Ist f:|a,b] — R integrierbar auf [a,b] (mit a < b), so sei

/b f(@)da / e

Mit diesen Vereinbarungen gilt:

Ist f:[a,b] — R Riemann-integrierbar, so ist fir beliebige Punkte o, 3, € [a, D]
B v ol
| s [Cp@in = [ @
« B «

Wir sehen uns noch einige Aussagen an, die fiir das Abschétzen von Integralen
niitzlich sind.
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Satz 5.9 Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und m := inf{ f(x) : x € [a, b]}
sowie M :=sup{f(z) : x € [a,b]}. Dann ist (fir a <b)

b
m(b—a) < / flz)de < M(b—a). (5.2)

Ist f stetig, so gibt es ein & € |a,b] mit

/f )b -a).

Beweis Die Aussage (5.2) folgt aus der Ungleichung m < f < M und aus Satz
5.7(a). Mit (5.2) ist klar, dass es eine Zahl n € [m, M| so gibt, dass

/ f(x)dz = n(b — a). (5.3)

Ist nun f stetig, so folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass es ein £ € [a,b] mit
f(§) = n gibt. Damit ist auch die zweite Behauptung bewiesen. u

Die im Beweis eingefiihrte Zahl n mit der Eigenschaft (5.3) ist fiir a < b eindeutig
bestimmt und heifit Mittelwert von f iiber [a,b]. Beachten Sie die Analogie zum
arithmetischen Mittel von Zahlen aq, ..., a,:

CL1+CL2+...—|—CLn
" .

Satz 5.9 heifit deshalb auch Mittelwertsatz der Integralrechnung. Wir vermerken
noch eine niitzliche Verallgemeinerung von Satz 5.9.

Satz 5.10 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Seien f,g : [a,b] — R
Riemann-integrierbar und g > 0 auf [a,b]. Dann gibt es ein n € [m, M] (mit
m, M wie in Satz 5.9) so, dass

[ @ty =n [ gy

Ist [ stetig, so gibt es ein & € [a,b] mit f(§) =

Fiir ¢ = 1 erhalten wir gerade die Aussage von Satz 5.9.

5.4 Die Hauptsitze der Differential- und Integralrechnung

Diese Séatze stellen einen Zusammenhang zwischen den Begriffen ,, Ableitung*
und , Integral® her, ermoglichen es, eine differenzierbare Funktion bis auf eine
Konstante aus ihrer Ableitung zu rekonstruieren, und sie bieten eine bequeme
Moglichkeit zur Berechnung vieler Riemann-Integrale.
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Definition 5.11 Sind F, f : [a,b] — R Funktionen, und ist F' differenzierbar auf
la,b] mit F'(x) = f(z) fir alle x € [a,b], so heifit F' eine Stammfunktion von f.

Satz 5.12 (a) Ist F': [a,b] — R Stammfunktion von f : [a,0] — R und C' € R,
so ist auch F' 4+ C eine Stammfunktion von f.

(b) Je zwei Stammfunktionen von f unterscheiden sich nur um eine Konstante.

Beweis Aussage (a) ist klar. Fiir den Beweis von Aussage (b) seien I, I
Stammfunktionen einer Funktion f auf [a,b], d.h. es ist F] = F, = f. Dann
ist (Fy — Fy)" = F| — F}, = 0, und nach Folgerung 4.10 (a) aus dem Mittelwertsatz
ist die Funktion F; — F5 konstant. (]

Eine Stammfunktion F' von f wird oft als unbestimmtes Integral von f bezeich-
net (im Gegensatz zum ,bestimmten® Integral fab f(x)dx), und man schreibt
F = [ f(x)dz. Dies ist nicht sehr konsequent. Mit F' ist ja z.B. auch F + 1
Stammfunktion und demzufolge auch F' + 1 = [ f(z)dz. Wir wollen [ f(z)dx
als Bezeichnung fiir die Menge alle Stammfunktionen betrachten. Anstelle der
etwas schwerfélligen Schreibweise

/f(x)d:c—{F—i—C’:CeR}

schreibt man meist (jedoch auch nicht sehr exakt) [ f(z)dz = F(x) + C.

Aus den uns bekannten Ableitungen spezieller Funktionen erhalten wir die fol-
genden unbestimmten Integrale (die man zusammen mit einigen anderen oft als
,Grundintegrale bezeichnet).

O R falls a=0,1,2,...
/ x%dx = a:+ | +C auf R\{0} falls a=-2,-3,—4,...
a
(0,00)  falls o€ R\{-1},

“ldr=In|z|+C auf R\{0},
e“de ="+ C auf R,
sinxdr = —cosz + C)| /cosxdmzsinx+0 auf R,

sinhxz dx = coshz + C, / coshzdr =sinhx +C  auf R,

dx = arctanz + C auf R,

+x2
dr = arcsinz + C  auf (—1,1).

/-
/
/
/
[
=

i
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Wir kommen nun zu zwei Sétzen, die die Differential- und Integralrechnung (bzw.
unbestimmte und bestimmte Integrale) miteinander verkniipfen.

Satz 5.13 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R besitzt eine Stammfunktion auf
la,b]. Eine solche Stammfunktion F : [a,b] — R ist gegeben durch

_ / ftdt, € lab]. (5.4)

Beweis Jede stetige Funktion ist Riemann-integrierbar. Also existiert das In-
tegral in (5.4) fir jedes # € [a,b], und die Funktion F' ist wohldefiniert. Wir
miissen zeigen, dass F' auf [a, b] differenzierbar ist und dass F' = f. Seien dazu
x, x+h € [a,b] und h # 0. Dann ist

F(x+h})l—F(ﬂf):%(/ dt—/f dt / f(t)

Nach Satz 5.9 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) gibt es ein & € [z, z+h] so,
dass

[ st = 5@ + 1 -0 = hrte)

Also ist P B
(z+ f)z_ () = f(§) mit einem £ € [z, z+h]. (5.5)

Halten wir x fest, so hingt & nur von A ab, und fiir h — 0 strebt £ gegen x. Da
f stetig ist, konvergiert dann auch f(§) gegen f(z). Also existiert der Grenzwert
von (5.5) fiir h — 0, und es ist

oy _ o Fle+h) — F(z)
Fi(z) = Jim h

= f(x). N

Mit den Vereinbarungen aus dem vorigen Abschnitt ist
F:la,b] — R, xr—>/ f(t)dt

fiir jedes ¢ € [a, b] eine Stammfunktion der stetigen Funktion f : [a,b] — R.

Satz 5.14 Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig. Dann gilt fir jede Stammfunk-
tion F von f auf [a, b

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a). (5.6)
Beweis Ist I’ die durch (5.4) definierte Stammfunktion von f, so gilt (5.6) offen-

bar (man beachte, dass F'(a) = 0 in diesem Fall). Ist nun G : [a, b] — R irgendeine
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Stammfunktion von f, so gibt es ein C' € R mit G = F'+C (Satz 5.12(b)). Dann
ist aber

G(b) — G(a) = (F(b) + C) — (F(a) + C) = F(b) — F(a)
d.h. (5.6) gilt fiir jede Stammfunktion von f. |

Die Séatze 5.13 und 5.14 sind als die Hauptsétze der Differential- und Integral-
rechnung bekannt.

Anmerkung 1 Satz 5.14 gilt auch in der folgenden allgemeineren Form:

Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, und besitzt f auf [a,b] eine Stammfunk-
tion F', so gilt (5.6).

Allerdings gibt es Riemann-integrierbare Funktionen, die keine Stammfunktion
besitzen, wie die Funktion

-1 firz e [-1,0)

f:-11] =R, xH{ 1 fiirz €0,1]

zeigt. Diese ist Riemann-integrierbar, da sie auf [—1, 1] mit Ausnahme des Punk-
tes x = 0 stetig ist. Es gibt jedoch keine auf [—1, 1] differenzierbare Funktion F
mit F’ = f. Fiir z € [—1,0) miisste ndmlich F(z) = —z+ ¢ mit einem ¢ € R sein,
und fiir € (0, 1] miisste F'(z) = x +d mit d € R sein. Die Funktion F' ist nur fiir
¢ = d stetig in x = 0. Dann stimmt F(x) mit |z|+ ¢ {iberein. Die Betragsfunktion
ist aber in x = 0 nicht differenzierbar. n

Anmerkung 2 FEine Funktion, die eine Stammfunktion besitzt, muss nicht
Riemann-integrierbar sein. Beispielsweise ist die Funktion
22 cos m—lg fir  # 0
F:[-1,1]-R, z~
0 firx =0
differenzierbar auf [—1, 1], ihre Ableitung F” ist aber unbeschrinkt und damit
nicht Riemann-integrierbar. |

Beispiele Sei f(x) = 2? auf [ 1,2] Dann ist F(z) = % eine Stammfunktion
von f (denn es ist F'(x) =

A

Ganz dhnlich findet man
/ sinxdr = —cosa:‘z)r =—(-1)—-(-1)=2,
0
wobei wir die Schreibweise F(:z:)‘z := F(b) — F(a) benutzt haben. o
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5.5 Einige Integrationstechniken

Die Hauptsétze der Differential- und Integralrechnung reduzieren die Berechnung
eines Riemann-Integrals {iber eine Funktion f auf die Bestimmung einer Stamm-
funktion von f. Wir lernen nun einige Aussagen kennen, die diese Aufgabe er-
leichtern. Allerdings bleibt die Bestimmung einer Stammfunktion (im Gegensatz
zur umgekehrten“ Aufgabe, der Bestimmung einer Ableitung) ein schwieriges
Problem. Im Gegensatz zu den Regeln der Differentiation, die uns die Differen-
tiation beliebig komplizierter Funktionen ermoglichen, fithren die Integrationsre-
geln, die wir uns nun ansehen werden, nicht immer zum Ziel. Mehr noch: bereits
fiir so einfache Funktionen wie z +— 1/Ilnz und z — e~ die nach Satz 5.13
eine Stammfunktion auf (1,00) bzw. auf R besitzen, ist es nicht moglich, die-
se Stammfunktion mit Hilfe endlicher Ausdriicke von ,,elementaren“ Funktionen
(wie Potenz-, Exponential- und Winkelfunktionen sowie deren Umkehrfunktio-
nen) zu beschreiben.

Wir gewinnen nun Regeln fiir die Bestimmung von Stammfunktionen durch ,, Um-
kehrung“ der uns bekannten Differentiationsregeln.

Linearitiat des Integrals
Sind F' bzw. G Stammfunktionen von f bzw. g, so ist fiir beliebige a, € R

(aF + BG) = aF' + G = af + Bg.

Also besitzt auch af + fg eine Stammfunktion, und es gilt

/ (af(z) + By(x))de = a/f(x)dx + ﬁ/g(m)dm. (5.7)
Satz 5.15 Besitzen f,g : |a,b] — R Stammfunktionen und sind o, € R, so
besitzt auch af + (g eine Stammfunktion auf [a,b], und es gilt (5.7).

Beispielsweise darf man Polynome gliedweise integrieren:

Partielle Integration

Nach der Produktregel (uv)" = «w'v+uv’ ist uv eine Stammfunktion von v'v+uv'.
Besitzt nun eine der Funktionen «'v und uv’ eine Stammfunktion, dann auch die
andere, und wir erhalten

uv = /(u'v + wv')dr = /u'vdm + /uv'dx

/u’(:r;)v(x)dm = u(z)v(x) — /u(x)z/(x)dm. (5.8)

bzw.
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Satz 5.16 Seien u,v : [a,b] — R differenzierbar auf [a,b], und uv' besitze eine
Stammfunktion auf |a,b] (das ist z.B. erfillt, wenn v' stetig ist). Dann besitzt
auch u'v eine Stammfunktion auf [a,b], und es gilt (5.8).

Fiir Riemann-Integrale lautet (5.8), falls z.B. v/, v’ auf [a, b] stetig sind:

Beispiel 1 Wir wollen [ zsinzdz bestimmen. Wihlen wir u/(z) = sinz und
v(x) = z, so erhalten wir mit (5.8) wegen u(z) = —cosx

/xsinxdw = —xcosa:—/l-(—cosa:)da:

= —:ccosa:—i—/cosxdx:sinx—xcos:c—i-C.

Hétten wir dagegen v/(x) = x und v(z) = sinz gewihlt, so hitten wir mit (5.8)

2 2
) T T
xsmxdx:—Q sinx — 1 cosz dx

bekommen. Das Integral [ z*coszdx ist aber komplizierter als das Ausgangs-
integral. |

Beispiel 2 Bei [Inzdx hilft ein Trick: Wir wéhlen «/(z) = 1 und v(z) = Inz
und erhalten

/lnxdx:aclnx—/x'ldmlenx—/dmlenx—x%—C’. [

T

Beispiel 3 Fiir [ 2%¢* dz wenden wir partielle Integration zweimal an:

3x 3z 1 2
/l‘2€3xdl‘ = :172% - /(Qx) % dx = §[B263x - g/xe?’xdm
e
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Beispiel 4 Fiir f cos? dz hilft wieder ein einfacher Trick:
/6082 rdr = /cos:c -cosxdr =sinz cosx — /sin x(—sinz)dx
= sinxcosx—i—/sinxsinxdx
= sinzcosz + /(1 — cos’ x)dx
= sinxcosx—l—:c—/coszxdx.
Hieraus folgt schliefSlich

2/c082xdx =sinxcosr +

bzw. .
/cos2xdx = é(sinxcosx—l—x) +C.
In diesem Beispiel hitte man einfacher benutzen koénnen, dass cos? z = % (1 +
cos 2x) ist. Damit bekommt man sofort
1 1 1 in 2
/COSQ.Td{IJ:§/d$+§/C082£L’d£IZ:§(£L’+Sln2 x)+C. o

Integration durch Substitution
Sei F' eine Stammfunktion von f, und ¢ sei differenzierbar. Aus der Kettenregel
wissen wir, dass

g%?ﬁ=P%mm¢@=f@®ww»

Alsoist Fog:t— F(g(t)) eine Stammfunktion von (fog)g : t — f(g(t))-g'(¢).
Andererseits ist (Fog)(t) = F(g(t)) die Stammfunktion von f an der Stelle g(t).
Somit ist

[ 1) 0t = [ sl (= Fla(®). (5.9
Satz 5.17 Die Funktion f besitze auf [a,b] eine Stammfunktion, die Funktion

g sei auf o, 3] differenzierbar, und es gelte g([«, 5]) C [a,b]. Dann besitzt die
Funktion (f o g)g" auf o, B] eine Stammfunktion, und es gilt (5.9).

Fiir Riemann-Integrale lautet (5.9) wie folgt:

A 9(8)
[ sty dwar= [ e
o g9(e)
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Fiir das Bestehen dieser Identitdt hat man z.B. die Stetigkeit von f auf [a, b] und
von ¢" auf [a, 3] zu fordern.

Beispiel 5 Mit f(x) = x erhdlt man aus (5.9)

[ atog @t =5 (gto))* + - .

Beispiel 6 Fiir f(z) = 1/x und ¢(t) # 0 erhélt man aus (5.9)

9 4
/g(t) dt =1Inlg(t)| + C'. n

Beispiel 7 Ist F' Stammfunktion von f, und sind a,b € R mit a # 0, so ist

/f (at +b)d /f (at +b) - adt = F(at+b)+c. o

Beispiel 8 Auf R suchen wir [cost sin*tdt. Mit f(z) = 2 und g(t) = sint ist
g'(t) = cost, und wir erhalten

/costsithdt: /xzdx

Satz 5.17 fiihrt ein Integral der Form [ f(g(t)) g'(t)dt auf ein Integral der Form
[ f(z)dx zuriick. Hiufig méchte man den umgekehrten Weg gehen. Um [ f(x)dx
zu bestimmen, versucht man, die Integrationsvariable als x = ¢(t) mit einer bijek-
tiven differenzierbaren Funktion g zu schreiben und hofft, dass das unbestimmte
Integral [ f(g(t)) ¢'(t)dt berechnet werden kann.

3 sin®

+C =

xr=sint 3

+C. ]

r=sint 3

Satz 5.18 Die Funktion f sei auf [a,b] stetig, und die Funktion g sei auf o, (]
definiert und besitze dort eine nirgends verschwindende stetige Ableitung, und es
gelte g([a, B]) = [a, b]. Dann besitzt (fog)g" auf [, 5] eine Stammfunktion ®, die
Umkehrabbildung g=* von g existiert, und F := ® o g~' ist eine Stammfunktion
von f:

(F(x)+C—<I>(t)|t:g1(x)+C’—>/f(g(t ()], /f
(5.10)

Fiir Riemann-Integrale lautet (5.10) folgendermafen:
b 97 (b) )
[ s | RCOrCs (5.11)
a g 1(a

Formal kann man sich das Vorgehen in (5.11) so merken: In ff f(z)dz substi-

tuiert man x = g(t). Wegen % = ¢/(¢) schreibt man formal dz = ¢/(t)dt und
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setzt dies in das Integral ein. Dies ergibt (5.10). Fiir (5.11) muss man noch die
Integrationsgrenzen substituieren: Liuft x von a bis b, so liuft ¢t = ¢g~'(z) von

g~ (a) bis g~ (b).

Beweis von Satz 5.18 Da ¢’ stetig und nie Null ist, ist ¢’ nach dem Zwi-
schenwertsatz entweder positiv auf ganz [«, 5] oder negativ auf ganz [a, §]. Also
ist g entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend auf [, 3].
Hieraus folgt die Existenz der Umkehrfunktion A von ¢ : [a, 3] — [a,b]. Nach
Satz 4.5 ist h auf [a, b] differenzierbar, und

fir x € [a,b].

Mit der Kettenregel folgt die Differenzierbarkeit von F':= ® o h und
F'(z) = @ (h(z)) W(z) = f(g(h(2))) g (h(z)) - W'(x)
= f(2) g (h(x)) /g (h(x)) = f(x)

fur alle z € [a, b]. N

Beispiel 9 Wir suchen [ va? — 2%dx auf (—a,a). Dazu substituieren wir = :=

asint (man beachte, dass die Ableitung z/(t) = acost auf (—Z,Z) nicht ver-

272
schwindet), und wir gelangen zu folgendem Integral
/\/a2 —a?sin®tacostdt = a2/cos2tdt
a2
= ?(t +sint cost) + C (nach Beispiel 4).

Fiir die Riicksubstitution ¢ = arcsinf schreiben wir cost = /1 —sin?t und
erhalten

a a a

2
/\/az—xQda: = %(arcsmf—i—— 1_<x)>+0

x
<a2 arcsin — + xvVa? + 962) + C.
a

N | —

Beispiel 10 Wir suchen [ —— dx auf (0, 7). Die Substitution 2 = 2 arctan ¢ fiihrt

wegen 77 d‘r = 1ft2 und
2 J:
T T T T €T cos
sinz = 2sin=cos— = 2tan = cos®> = = 2tan =
2 2 2 2 2 gin? & 5+ cos2 5
T 1
= 2tan—
2 1+ tan? z
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auf das Integral

14+t 2 dt
dt= [ = =Inlt| +C.
/Zt 1+ 22 /t n [t +

Riicksubstitution t = tan 5 liefert

1
/ d:len\tangH—C. N

sinx

5.6 Stammfunktionen rationaler Funktionen

Fiir rationale Funktionen lassen sich Stammfunktionen stets auf konstruktivem
Weg bestimmen. Dazu benotigen wir einige Resultate aus der Algebra.

Seien ), R Polynome mit ) # 0. Zur Bestimmung einer Stammfunktion der
rationalen Funktion g (die auf R mit Ausnahme der Nullstellen von @) definiert
ist) geht man wie folgt vor:

1. Schritt Ist der Grad von R grofler oder gleich dem von @), so liefert eine
Polynomdivision von R durch ) Polynome P und S mit

R P

— =54+ — ,

Q Q
wobei nun der Grad von P kleiner als der von @) ist. Fiir das Polynom S kann
man stets eine Stammfunktion angeben. Wir betrachten von nun an nur noch

P/Q.

2. Schritt Man zerlegt das Nennerpolynom () multiplikativ in Polynome ersten
und zweiten Grades mit reellen Koeffizienten. Dass dies moglich ist, folgt aus
nachstehendem Satz

Satz 5.19 (Fundamentalsatz der Algebra) Fir jedes Polynom Q(x) =
Yoot mit ¢ € R und q, # 0 gibt es reelle Zahlen b;,c;,d; sowie natirli-
che Zahlen k;,m;,r und s so, dass

s S

Q(z) = qo [[(x = b)¥ [ (2 + 2z + dj)™  fiir x € R (5.12)

i=1 Jj=1
mit ky + ...+ ke +2(my 4.4+ mg) =n und dj — ¢ >0 fir alle j.

Zur Bestimmung der b;, ¢;, d; kann man beispielsweise alle komplexen Nullstellen
ALy .- A von @ ermitteln. Dann ist Q(z) = gn(z — A1) ... (¥ — Ay). Die Terme
(x — A)(x — A\) mit A € R werden zu

(z—N)(x =) =2 — A+ Nz + |\
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zusammengefasst. Die exakte Bestimmung der Nullstellen von @) ist oft unmog-
lich.
3. Schritt Ist die Zerlegung (5.12) gefunden, macht man den Ansatz
l’ r k; s T+ C.

B e T
Q(x) (22 + 2¢c;x + d;)™

1=1 k=1

mit zu bestimmenden Zahlen A, Bj,, und Cj,,. Hierdurch wird die rationale
Funktion P/@Q in einfachere rationale Funktionen zerlegt. Falls alle Nullstellen
b1, ..., b, von @ reell und einfach sind, reduziert sich der Ansatz (5.13) auf

P(z) 4
Qz) ;x—bi'

Satz 5.20 (Partialbruchzerlegung) Sei QQ wie in (5.12), und sei P ein Poly-
nom, dessen Grad kleiner als der von @) ist. Dann gibt es Zahlen Ay, Bj,, und
Cjm so, dass (5.13) gilt, und diese Zahlen sind eindeutig bestimmd.

Die Zahlen A;, Bj,,, Cjn konnen beispielsweise ermittelt werden, indem man
(5.13) mit ¢ multipliziert und durch Koeffizientenvergleich ein lineares Glei-
chungssystem fiir die gesuchten Groflen aufstellt. Auch das Einsetzen der Null-
stellen von () in die entstehenden Polynome kann hilfreich sein.

4. Schritt Zu allen in (5.13) vorkommenden Briichen lassen sich durch partielle
Integration und Substitution die Stammfunktionen effektiv bestimmen. Einige
der folgenden Regeln miissen dazu wiederholt angewandt werden:

/ dr = (=) falls k> 1
(x—0)* | In|z—b falls k =1,

/ dx B 1 arcta T+ c
22+ 2 +d d — 2 : n\/d—627
/ dx B r+c
(224 2cx +d)m  2(m —1)(d — c2) (22 + 2cx + d)m1
(2m — 3) / dz B
f > 2
+ 2(m —1)(d — ¢?) (22 + 2cx + d)m! =2y

ar +f3 a 9 dx
B e B 2x +d) + (5 — @
/x2+2cx+d * 2n(x+ cz+d)+ (5 ac)/xQ—i-ch—i-d’

/ ar + dr - —«
(2 + 2cx +d)™  2(m — 1) (22 4 2cx + d)m!

dx

+(ﬁ_ac)/(x2+20x+d)m—1 fir m > 2.
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Beispiel 11 Man bestimme [ B

zh—z3—z+1 :
1. Schritt Polynomdivision
2t 41 P+
=1+ .
-3 —x+1 e A A |

2. Schritt Faktorisierung des Nennerpolynoms

t -2 —r+1l=(-1)E*-1)=(-1D*2*+z+1).
3. Schritt Partialbruchzerlegung. Der Ansatz

3+ A N A, N Bxr+C
-3 —z+1 -1 (z—-12 22+2+1

liefert nach Multiplikation mit Q(z) =2* — 2> —z + 1= (z — 1)*(2* +z + 1)
P rr=A4z-D)"+2+ 1)+ A +2+ 1)+ Bz +C)z -1 (5.14)
bzw. nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen
2+ = (A +B)r*+ (Ay — 2B+ C)a* 4+ (Ay + B —2C)z + (Ay — AL + O).

Ein Vergleich der Koeffizienten auf der linken bzw. rechten Seite ergibt das lineare
Gleichungssystem

bei 23 : Ai+B =1
bei 22 : Ay —2B+C = 0
beiz!: Ay, +B-2C = 1
bei 20 : Ay — A +C = 0.
Die Losung dieses Gleichungssystems ist
Alzg, A2:§, B:%, C=0.
Die zu integrierende Funktion ist also
1 2 1 2 1 1 x
o —xt+1 +§a:—1+§(x—1)2+§m'

4. Schritt Unbestimmte Integration
zt+1 2 dx 2 dx
dr = ldx + = - | —
/1’4_1;3—x+1 . / x+3/x—1+3/(:c—1)2

+1/ T dx
3 24+x+1

2 2 1 1
= “lnjr —1] - = —— + = In(z? 1
x+3n!a: ! 3x_1+6n(a: +x+1)
1 20 +1




Alternativ hétte man z.B. in (5.14) z = 1 einsetzen kénnen und so A, sofort
gefunden. |

5.7 Fliacheninhalte

Eines der Motive zur Einfithrung des Riemann-Integrals war der Wunsch,
Flacheninhalte zu definieren und zu berechnen.

Ist f: [a,b] — [0,00) Riemann-integrierbar, so definieren wir als Fldcheninhalt
der Menge
M:={(z,y) eR*: a<2<b 0<y< f(x)}

die Zahl

F(M) = /:f@)dx.

0 a b

Mit dieser Definition lassen sich auch die Inhalte komplizierter Mengen definieren
und berechnen, wenn man akzeptiert, dal der Flicheninhalt die folgenden (aus
unserer Erfahrung heraus plausiblen) Eigenschaften aufweist:

(a) Geht M’ aus M durch Verschiebung, Drehung oder Spiegelung an einer
Geraden hervor, so ist F'(M') = F(M).

(b) Kann man M in zwei disjunkte Teilmengen A, B zerlegen, von denen jede
einen Flidcheninhalt besitzt, so ist F'(M) = F(A) + F(B).

Beispiel 1 Fiir f:[0,a] — R,  — b findet
man F(M) = [} f(x)dz = [ bdx = ab. Der
von uns definierte Flacheninhalt stimmt also b -
fiir Rechtecke mit dem ,,bekannten* Fldchen-
inhalt iiberein.

Beispiel 2 Die Dirichletfunktion

1 falls « rational
o) ={

0 falls z irrational
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ist auf keinem Intervall [a,b] mit @ < b Riemann-integrierbar. Unsere Definition
erlaubt es daher nicht, der Menge M = {(z,y) e R20< 2z <1,0<y < f(z)}
einen Flacheninhalt zuzuschreiben. |

Beispiel 3 Die Funktionen f, g seien auf [a, b] Riemann-integrierbar, und es sei
f(z) > g(x) fir alle z € [a,b]. Gesucht ist der Flidcheninhalt der Menge

M={(z,y) eR*: a<z<b g(z) <y < flx)}.

0l ¢ b 0l a 3 0l g b

Wir verschieben M um ¢ > 0 in Richtung der positiven y—Achse, bis das Bild von
M komplett oberhalb der z—Achse liegt. Mit den Eigenschaften (a), (b) folgt:

F(M):/ (f(x)—l—c)dx—/ (g(x)+c)da::/ (f(z) = g(z))dx.

Da wir dem Funktionsgraphen von ¢ den Flacheninhalt 0 zuordnen konnen,
konnen wir f; (f(2) — g(z))dz auch als Flicheninhalt der Menge

{(z,y) eR?: a<2<b g(x)<y< fla)}

betrachten. Eine genauere Untersuchung des Begriffes Fldacheninhalt erfolgt im
Rahmen der Mafitheorie. |

Beispiel 4 Oft ist der Graph einer Funktion f in Parameterdarstellung gegeben,
etwa

{(z,y) eR*: w=a(t), y = y(t), t € [, ]} .
Unter entsprechenden Voraussetzungen an z und y (vgl. Satz 5.18, Substituti-
onsregel) gilt dann

b Jé] B
[ #ain = [ saw) i = [y

wobei i (t) = 9 (t). Beispielsweise wird durch

x =acost, y="bsint mitt € [0, 2]

eine Ellipse beschrieben. Fiir ihren Fléchen-
inhalt findet man durch formale Rechnung
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FM) = 2/@ flz)dx = 2/0y(t)j:(t)dt = 2ab /0 sint(— sint)dt

g int t 1 ™
= 2ab/ sint dt = 2ab<—$ + Qt) = Tab.
0

0

Streng genommen diirfen wir aber Satz 5.18 hier nicht anwenden, da ja () =0
fiir t = 0 und ¢t = 7. Fiir eine korrekte Ableitung der Formel fiir den Flédcheninhalt
einer Ellipse kann man benutzen, dass

F(M)= 2/ f(z)de = QIim/ f(z)dz. N
—a eNo —a+te
Beispiel 5 Durch
x=ua(t—sint), y=a(l—cost) mit teR

wird eine Zykloide definiert. Diese Kurve beschreibt den Weg eines Punktes auf
der Kreisperipherie beim Abrollen des Kreises.

4

2a

0 2ra 4ma 6ma

Fiir die Flache unter einem Zykloidenbogen findet man (wieder durch formale
Rechnung, die man wie in Beispiel 4 prézisieren kann)

2w

FM) = /027r y(t)a(t)dt = a? /027r (1 —cost)(1 — cost)dt
costsint ¢t
)

2w
= a2/ (1—2608t+c082t)dt:a2<t—2s.int—|——+—
0

2 2/ 1o

= 3d’m.

5.8 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir das Integral fab f(z)dz definiert unter der Voraussetzung, dass f
eine beschrankte Funktion auf dem beschrinkten abgeschlossenen Intervall [a, b]
ist. Sind diese Voraussetzungen nicht alle erfiillt, so lassen sich in einigen Féllen
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durch nahe liegende Grenzwertbildungen so genannte uneigentliche Riemann-
Integrale definieren.

Wir beginnen mit dem Fall eines unendlichen Integrationsintervalles.

Definition 5.21 Die Funktion f : [a,00) — R sei auf jedem Intervall [a,t] mit
t > a Riemann-integrierbar. Fxistiert der Grenzwert

t
tlirglo/ f(x)dz, (5.15)
so bezeichnen wir thn mit faoo f(z)dx und nennen ihn uneigentliches Riemann-
Integral von f auf [a,00). Man sagt auch, dass f uneigentlich Riemann-
integrierbar ist oder dass [, f(x)dx konvergiert. Ewistiert der Grenzwert (5.15)
nicht, so heifst faoo f(x)dx divergent. SchliefSlich heifit faoo f(z)dz absolut konver-
gent, wenn das uneigentliche Integral faoo |f(z)|dz konvergiert.

Analoge Definitionen trifft man fiir

S§——00
S

/_a f(z)dz ;== lim af(x)dx

sowie fiir

/_Z f(x)dx = /_; f(x)dz + /:O f(z)dz = lim af(x)da: + tE+mOO /atf(q;)dg;,

§——00
S

Wie bei Reihen gelten die folgenden Aussagen.

Satz 5.22 Konvergiert das uneigentliche Riemann-Integral faoo f(z)dz absolut,
so konvergiert es.

Satz 5.23 (Vergleichskriterium) Die Funktionen f,g : [a,00) — R seien
Riemann-integrierbar auf jedem Intervall [a,t] mit t > a. Ist |f(x)| < g(x) fir
alle v > a und ezistiert [~ g(x)dx, so ist das uneigentliche Integral [ f(x)dx

absolut konvergent, und es gilt
< [ li@lds< [ gla)d

/aoo f(z)dx

Ist dagegen 0 < g(z) < f(z) fir alle x > a und divergiert [ g(x)dz, so divergiert
auch [ f(z)dz.
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Beispiel 1 Es ist

o0 t e 1 fallsa #£ —1
/ %dr = lim %dxr = lim { atl o+l 7
1

t=0 Jy t—oo | Int falls o = —1
00 fallsa« > —1  (Divergenz)
B —a+r1 falls « < —1 (Konvergenz).
|
Beispiel 2 Es ist
0 0 -
lim dr = lim arctanx| = lim —arctans = —
s——o0 J 1+ 22 §——00 s §——00 2
und daher
0
1
/ dr = Z. |
oo L 22 2

Beispiel 3 Wir zeigen, dass fooo x"e *dxr = n! fiir n > 0. Es ist ndmlich

eine Stammfunktion des Integranden, wie man durch Differenzieren leicht
bestétigt. AuBerdem ist lim, .., F'(x) = 0, denn es ist

2k
lim — =0 fiir jedes k£ > 0,

r—oo et

wie man mit der ’'Hospitalschen Regel sofort sieht. Also ist

00 t
/0 e Tdx = tliglo i e dr = tlgilo F(t)— F(0) = —F(0) =n! u
Beispiel 3 Wir zeigen, dass fooo Si%dx konvergiert. An der Stelle 0 ist der
Integrand nicht definiert. Wegen lim, o *>* = 1 léisst sich die Funktion z — ==
aber zu einer auf [0, 00) stetigen Funktion fortsetzen, wenn man ihren Wert an
der Stelle 0 durch 1 festlegt. Insbesondere existiert fol Si%dx als (eigentliches)
Riemann-Integral und wir miissen noch die Konvergenz des Integrals floo ST oy

x
zeigen. Partielle Integration liefert fiir jedes ¢ > 1

tsinx cos x|t tcosx
doe = — — 5 dx .
1 1 1 T

i T
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Offenbar existiert der Grenzwert

t t
= tlim (—% + cos 1) =cos1,
1 t—oo

COsS ™

lim —
t—o0 X

und es verbleibt, die Existenz des Grenzwertes lim;_, . flt 5% dr bzw. die Kon-

vergenz des uneigentlichen Integrals floo 5% dx zu zeigen. Wegen

CoS T 1
‘ ‘S—Q firz>1

2 x

und Beispiel 1 existiert dieses uneigentliche Integral nach dem Vergleichskriteri-
um. u

Als eine Anwendung uneigentlicher Integrale vermerken wir das folgende Inte-
gralkriterium fir die Konvergenz von Reihen.

Satz 5.24 Sei f : [1,00) — [0,00) monoton fallend. Dann konvergiert die Reihe
S f(n) genau dann, wenn das Integral [ f(x)dx konvergiert.

Beweis Fiir jedes k> 1ist f(k+1) < kkH f(z)dz < f(k).

Aufsummieren von k =1,...,n — 1 ergibt fiir jedes n > 2

f(2)+...+f(n)§/1nf(x)d93Sf(1)+...+f(n—1).

Fiir die Partialsummen s, :== >, f(k) gilt also

sp— f(1) < /lnf(x)dx < Sp1-

Aus der linken Ungleichung folgt: Ist [~ f(x)dz konvergent, so bleiben die s,
beschriinkt, also (da alle Reihenglieder nichtnegativ sind) konvergiert Y >, f(n).
Analog liefert die rechte Ungleichung die umgekehrte Behauptung. |
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Beispiel 5 Aus Beispiel 1 wissen wir, dass floo x~ %z fiir alle a > 1 konvergiert.
Also konvergiert >°°° L fiir alle v > 1. o

n=1 no«

Wir sehen uns eine weitere Verallgemeinerung des Integralbegriffes auf Funktio-
nen an, die auf ganz [a, b] definiert und gegebenenfalls unbeschriankt sind.

Definition 5.25 Die Funktion [ : [a,b) — R sei fir jedes ¢ € (a,b) auf [a,c]

Riemann-integrierbar. Fxistiert der Grenzwert

lim /acf(a:) dx,

c/'b

so bezeichnet man ihn mit facf(x) dx und nennt f uneigentlich integrierbar auf

la, b].

Ganz analog definiert man diesen Begriff fiir Funktionen auf links halboffenen
Intervallen.

Beispiel 6 Es ist

19 19 {ﬁ—f; falls o # 1

—dr = lim — dx = lim

0o T sNO S,z sSNO | —1Ins falls « = 1

— falls o <1 (Konvergenz).

{ oo fallsa>1 (Divergenz)
1

|
Beispiel 7 Es ist
1 1 1
/ Inzdr = lim | Inxde=lim(zlnz —2)
0 s\0 s s\0 s
= —1—lim(slns—s)=—1.
s\.0
|
Beispiel 8 Es ist
1 t
/ L d li / ! d li inz|
———dr = lim | ———dz = limarcsinx
0o V1— a2 t/1 Jo /1 — 22 71 0
. . . . m
= limarcsint — arcsin 0 = arcsin1 = —.
t /1 2
|
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6 Der Vektorraum R"

In den folgenden Wochen wenden wir uns der Linearen Algebra zu, die man
als eine abstrakte Form des Rechnens mit Vektoren auffassen kann. Ein zentra-
les Thema werden lineare Riume (= Vektorrdume) sowie lineare Abbildungen
(beschrieben durch Matrizen) zwischen ihnen sein. Damit stellen wir auch die
Grundlagen bereit fiir die Behandlung der Differential- und Integralrechnung fiir
Funktionen mehrerer Veréanderlicher im kommenden Semester.

6.1 Vektoren und Geraden im R?

In diesem Abschnitt arbeiten wir in einer Ebene, in der wir uns ein kartesisches
Koordinatensystem mit Koordinatenursprung O und mit Koordinaten x,y den-
ken. Jeder Punkt der Ebene wird also durch ein Koordinatenpaar (x,y) eindeutig
beschrieben, so dass wir die Ebene mit R? = R x R identifizieren kénnen. Insbe-
sondere hat der Punkt O die Koordinaten (0, 0).

Als erstes geometrisches Objekt im R? interessiert uns die Gerade.

Definition 6.1 FEine Gerade ist die Menge aller Losungen (x,y) einer linearen

Gleichung
Az + By = C, (6.1)

wobei A, B, C' reelle Zahlen und A und B nicht beide gleich 0 sind.
Im Falle B # 0 konnen wir (6.1) nach y umstellen und erhalten

A N C
y=-gr+ g
Insbesondere ist in diesem Fall —4 der Anstieg der Geraden (6.1). Man beachte
auch, dass die Gleichungen

Mz +ABy =AC mit A #0

die gleiche Gerade wie die Gleichung (6.1) beschreiben. Neben (6.1) gibt es zahl-
reiche weitere Moglichkeiten, Geraden zu beschreiben, von denen wir uns zwei
néher anschauen.

Bei der Hesseschen Normalform der Geradengleichung geht man davon aus, dass
eine Gerade eindeutig festgelegt ist durch ihren Abstand d vom Koordinatenur-
sprung O und durch den Winkel 3 € [0, 27), den das von O auf die Gerade geféllte
Lot mit der positiven z-Achse bildet. Im Fall d = 0 ist dieser Winkel nur bis auf
7 bestimmt.
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7) /;z\

O T

Ist Py = (z0,v0) der LotfuBipunkt und P = (z,y) # P, ein weiterer Punkt der
Geraden, und hat die Gerade den Anstieg tan «, so gilt

Y — Yo = tana (z — x).
Wegen sin o = cos f und cos @ = —sin # erhélt man hieraus
—sin f (y — yo) = cos B (z — xo)

bzw.
x cosfB+ysinf = xy cos [+ yo sin (.

Wegen xq cos § + 1y sin 3 = d erhalten wir die Hessesche Normalform
xcosf+ysinf=d (6.2)
der Geradengleichung.

Will man die allgemeine Geradengleichung (6.1) auf Hessesche Normalform brin-
gen, mufl man dafiir sorgen, dass die Quadratsumme der Koeffizienten A und B
den Wert 1 erhilt (da cos? 3 +sin? 3 = 1). Es gilt:

Satz 6.2 Sei Ax + By = C' eine Geradengleichung und

e fir O20

Dann erhdlt man die Hessesche Normalform
xcosB+ysinf =d
durch Multiplikation von Ax + By = C' mit X\, d.h. es ist
cosf=AN sinf=B\ d=CX>0.

Mit der Hesseschen Normalform 148t sich bequem arbeiten, wenn man sich fiir
die Lage eines Punktes in Bezug auf eine Gerade interessiert.
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Satz 6.3 Sei g eine Gerade, die O nicht enthdlt, und (6.2) sei thre Hessesche
Normalform. Weiter sei P = (z*,y*) ein Punkt, der nicht auf g liegt. Dann ist

x* cosf+y"sinff—d >0,
wenn P und O auf verschiedenen Seiten von g liegen und
" cosB+y"sinf—d<0,

wenn P und O auf der gleichen Seite von g liegen. Der Abstand von P zur Ge-
raden g 1st gleich
|z* cos B+ y* sinf — d.

Beispiel Wir suchen die allgemeine Form (6.1) und die Hessesche Normalform

(6.2) der Gleichung der Geraden durch die Punkte Py = (3,8) und P, = (—6, —4).
Der Ansatz Ax + By = C liefert nach Einsetzen

3A+8B=C, —6A—-4B=C,

woraus durch Subtraktion folgt 9A + 128 = 0. Wir wéhlen z.B. A = 4. Dann ist
B = -3 und C = —12. Also lautet die gesuchte Gleichung

dor — 3y = —12.

Nach Satz 6.2 ist A = \/4;{732 = %1 Damit erhalten wir die Hessesche Normalform

_4..3, 12
50T YT 5

Fiir P = (2%, y*) = (1,2) ist —22* + 2y* — 2 = —2. Also liegt P auf der gleichen

Seite der Geraden wie O, und der Abstand von P zur Geraden ist gleich 2. m

Weitere Moglichkeiten der Beschreibung von Geraden erdffnen sich bei Verwen-
dung von Vektoren. Ein (zweidimensionaler) Vektor v/ ist ein Paar reeller Zahlen:

- v .
U= ( 1) mit vy, vy € R.

U2

Wir schreiben Vektoren grundsétzlich als Spalten. Aus Platzgriinden werden wir
aber oft @ = (v1,v2)T schreiben, wobei T fiir Transponieren steht:

o= (1) () e

Anschaulich stellt man sich Vektoren als Pfeile vor. Unter einem Pfeil AB versteht
man ein Paar von Punkten A, B der Ebene, die durch eine Strecke verbunden sind,
wobei A Anfangspunkt und B Endpunkt des Pfeiles heiflen.
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B = (b, bs)

A = ((11, &2)

Definition 6.4 FEin PfeilA—B> mit A = (ay,as) und B = (by, by) stellt genau dann
den Vektor v = (Z;) dar, wenn

vlzbl—al und '1]2:[)2—@2.

Man kann einen Vektor also auffassen als eine Klasse von Pfeilen gleicher Richtung
und gleicher Lénge.

Rechenregeln fiir Vektoren

(A) Summe und Differenz der Vektoren o' = (v1,v9)? und @ = (wy, wy)? sind die
Vektoren

U4+ 0 = (v, +wy, va +wy)’ und T — b = (vy — wy, vy — wy)L.

Die Addition von Vektoren ist kommutativ und assoziativ. Geometrische
Interpretation:

(B) Das Produkt des Vektors v = (vy,v9)" mit der Zahl A € R ist der Vektor
M = (Mg, Avg) T
Dabei gelten die Distributivgesetze
A+ W7 =A0+ & und MA@+ @) = AG+ A\,

Geometrische Interpretation:
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(C) Die Liinge (oder Euklidsche Norm) des Vektors @ = (v, vo)7 ist die Zahl
1] = /vf + v3.
Fiir beliebige Vektoren v, @ gelten die Dreiecksungleichungen

17+ ]| < [J2]] + [l )||?7|| — [l | < |7 = .

AuBlerdem ist ||AT|| = |A| ||¥]|, und ||¥]] = 0 gilt genau dann, wenn ¢ der
Nullvektor (0,0)7 ist.

(D) Ein Vektor der Lénge 1 heifit Einheitsvektor. Spezielle Einheitsvektoren sind
1 = (1,0)" und &, := (0,1). Jeder Vektor v = (v, v9)" il sich auf genau
eine Weise als Linearkombination dieser Vektoren schreiben:

U= Ulgl + ’0252.

(E) Das Skalarprodukt (oder innere Produkt) der Vektoren v = (v, v2)? und
W = (wy,ws)? ist die Zahl

- =

V- = [|0]] [|]] cos ,

wobei o der Winkel zwischen den Richtungen von ¢ und  ist:

w
= U
|| cos a Statt v - @ schreibt man oft auch
(U, 0).
Es gelten folgende Regeln:
ved = WU (Kommutativitét)
ANU-wW) = (W) -w=0- (M) (“Assoziativitéit”)
U (U4+w) = d-U+d- . (Distributivitét)

Damit ergibt sich eine bequeme Moglichkeit der Berechnung des Skalarproduktes
der Vektoren ¢ = (vy,v2)T und o = (wy, wy)’:

v = (Ulgl + ’0252) . (w1€1 + w2€2)

= U1w1€1 . 51 + v1w2€1 . 52 -+ v2w1€2 . 51 + v2w2€2 . 52,
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d.h.

U-wW = V1W1 + VaWs. (63)
Hieraus erhélt man eine Formel zur Berechnung des Winkels

cosa = Ui U2t (6.4)

Vi +0d Jwd +wl

Schlieflich nennen wir zwei Vektoren v, W orthogonal, wenn v - w = 0.

Wir kommen nun zur vektoriellen Darstellen von Geraden. Dazu bemerken wir
zunichst, dass der Punkt P = (z,y) € R? und der Vektor 7= (z,y)? formal ver-
schiedene Objekte sind. Man kann diese Objekte aber miteinander identifizieren,
wenn man sich 7 als Pfeil OP vorstellt. Wir nennen # dann auch den Ortsvektor
von P.

Sei nun g eine Gerade, 7y = (x1,41)7 der Ortsvektor eines beliebigen Punktes
P, auf ¢ und t ein Vektor, der die Richtung von ¢ angibt. (Die Gerade g ist
offenbar durch die Angabe von 7 und ¢ eindeutig bestimmt.) Dann werden die
Ortsvektoren aller Punkte auf g durch

F=7+M, MeR (6.5)

beschrieben.

Die Darstellung (6.5) heifit auch
Parameterdarstellung von g mit
dem Parameter .

Wir sehen uns noch eine vektorielle Schreibweise der Hesseschen Normalform an.
Sei g eine Gerade, und zunéchst sei O ¢ g. Weiter sei 7y der Ortsvektor des Fuf3-
punktes Py des Lotes von O auf g. Wir stellen die Gerade g in der Parameterform
7 = 7y + At mit einem geeigneten Richtungsvektor ¢ dar. Dann ist ¢ - 7y = 0. Fiir
den Vektor 77 := -2 gilt

R

t-ii=0 und 7] =1 (6.6)

Ein Vektor n mit diesen Eigenschaften heif3t Einheitsnormalenvektor zu g. Ist
O € g, so konnen wir 77 nicht mehr aus dem Ortsvektor von P, konstruieren und
miissen ihn auf andere Weise wéhlen.

Wir multiplizieren die Geradengleichung skalar mit 77 und erhalten

—

Foi= (g + M) i =7 7
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bzw.
(r"— 7o) -1 =0.

Das ist die Hessesche Normalform in Vektorschreibweise. Man beachte, dass

_‘o'ﬁz 7 - 7:’0 _ ||7_“0||2 — ||7—,»0|| —d
7ol 7ol

6.2 Vektoren, Geraden und Ebenen im R3

In diesem Abschnitt arbeiten wir im Raum, in dem
wir uns ein kartesisches Koordinatensystem mit
Ursprung 0 und mit Koordinaten x,y, z denken.
Die Koordinatenachsen sollen wie in der Skizze an-
geordnet sein. Jeder Punkt des Raumes wird also
durch ein Koordinatentripel (x,y, z) eindeutig be-
schrieben, so dass wir den Raum mit dem R? iden-
tifizieren konnen.

Definition 6.5 FEine Ebene ist die Menge aller Losungen (x,y, z) einer linearen
Gleichung
Az + By+ Cz =D, (6.7)

wobei A, B, C, D reelle Zahlen und A, B, C' nicht alle gleich 0 sind.
Eine Gerade im Raum beschreiben wir als Schnitt zweier nicht paralleler Ebenen.

Definition 6.6 Eine Gerade im R3 ist die Menge aller Tripel (x,vy, 2), die die
beiden Ebenengleichungen

Az +By+Cz=D wund Azr+By+Cz=D

gleichzeitig losen. Daber wird verlangt, dass es keine reelle Zahl A gibt, so dass

(A, B,C) = XA, B, C).

Da die vektoriellen Darstellungen von Geraden und Ebenen oft bequemer zu
handhaben sind, fithren wir zunfichst Vektoren im R? ein. Ein (rdumlicher) Vektor
v ist ein Tripel reeller Zahlen:

U1
U= vy | = (v1,v9,v3)" mit vy, vy,v3 €R.
U3

—
Versteht man unter einem Pfeil AB nun ein Paar von Punkten A, B des Raumes,

die durch eine Strecke mit Anfangspunkt A und Endpunkt B verbunden sind,
konnen wir den Begriff des Vektors auch so fassen:
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Definition 6.7 Ein Pfeil AB mit A = (a1, as,a3) und B = (b1, b, by) stellt
genau dann den Vektor © = (v, v, v3)T dar, wenn

vlzbl—al, U2:b2—&2 und ngbg—ag.

Rechenoperationen und Rechenregeln fiir rdumliche Vektoren lassen sich wort-
lich aus dem zweidimensionalen Fall {ibertragen. Insbesondere sind Addition und
Multiplikation mit Zahlen wieder komponentenweise erklart und die Ldnge von

¥ = (v1, v, v3)7 ist durch
|U]] = 1/ vi + v3 + v3 (6.8)

gegeben. Es gelten wieder die Dreiecksungleichungen
o+l < i@+l | 191~ 1] | < 17— ]
Vektoren der Linge 1 heiflen Finheitsvektoren. Spezielle Einheitsvektoren sind
e =(1,0,07, & =(0,1,0)", & =(0,0,1)7,
und jeder Vektor @ = (v, v, v3)? 148t sich eindeutig als Linearkombination
U = V1€] + V€5 + U3€3

schreiben. Auch das Skalarprodukt der Vektoren ¢ und w definieren wir wie im
R? durch

—

V- = [|5]] [|w]] cos v, (6.9)

wobei « wieder fiir den von ¢ und w eingeschlossenen Winkel steht. Insbesondere
gilt fiir die Koordinateneinheitsvektoren

C e s 1 firi =k k193
€ €k = Oj = y LR =149,
FTUETT 0 i £k

wobei 0, das Kronecker-Symbol heifit. Damit findet man leicht die folgende Be-
rechnungsmoglichkeit des Skalarprodukts.

Satz 6.8 Das Skalarprodukt der Vektoren v = (vy,vq,v3)T und @ = (wy, wo, w3)”
15t gleich
U-wW = V1W1 + VaWo + V3Ws. (610)

Die Vektoren v, w heilen senkrecht, wenn v-w = 0. Zwei Vektoren heiflten parallel,
wenn der von ihnen eingeschlossene Winkel gleich 0 oder 7 ist.

Wir definieren nun fiir Vektoren im R? ein neues Produkt, das Vektorprodukt
(oder duBere Produkt). Das Vektorprodukt zweier Vektoren ¢ und o ist wieder
ein Vektor, und wir miissen erkléaren, wie lang dieser Vektor ist und in welche
Richtung er zeigt.

Seien zunéchst v und W zwei nicht parallele Vektoren. Dann sei 77 der durch
die folgenden Eigenschaften eindeutig bestimmte Vektor:
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(a) 7 hat die Lénge 1.
(b) 7 steht senkrecht auf ¢ und .

(c¢) Die Vektoren ¢, w und 7 bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem, d.h. es
gilt die Rechte-Hand-Regel: Zeigt der Daumen der rechten Hand in Richtung
v und der Zeigefinger in Richtung 0, so zeigt der senkrecht zu Daumen und
Zeigefinger stehende Mittelfinger in Richtung 7.

(Beispielsweise bilden die Vektoren €}, €5, €5 in dieser Reihenfolge ein Rechtssy-
stem.) Aquivalent zu (c) ist die folgende Beschreibung: 7 zeigt in die Richtung,
in die eine Rechtsschraube (Korkenzieher) vorriickt, wenn man ihr eine Drehung
um 0 < a < 180° erteilt, die die Richtung von ¢ in die von @ iiberfiihrt.

-
w

Weiter sei F' der Flacheninhalt des von ¢ und
w aufgespannten Parallelogramms, d.h.

||| sin «
F =||v]] |7 sinc.

o)

<

Dann heifit der Vektor

O =(0,0,0)7  falls ¥ und & parallel sind
U X W=
Fn sonst

das Vektorprodukt von v und .

Satz 6.9 Fiir das Vektorprodukt gelten die folgenden Rechenregeln, wobei i, v
und W rdumliche Vektoren und \ eine reelle Zahl ist:

UXwW = —W x4 (Antikommutativitit),
AU x W) = (M) x =0 x (M) (,Assoziativitit®),
Ux (UV+w) = uxv+uxd (Distributivitdt).

Diese Regeln lassen sich leicht bestétigen, wenn man die Koordinatendarstellung
des Vektorprodukts benutzt. Dazu beachten wir, dass

51 X 52 = —52 X 51 = 53,
62 X 53 = —53 X gg = 51,
53 X 51 = —51 X 53 = gg,

da die Einheitsvektoren €7, e, €3 senkrecht aufeinander stehen und in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Fiir ¥ = vy €] + vp€y + v3é€3 und @ =
wy €1 + wy €5 + ws €3 hat man also
Uxw = (v1€ + v+ vges3) X (wy €1 + wa €y + w3 €3)
= vlwlél X 51 + vlwgé} X 52 -+ vlwgél X 53
v2w1€2 X 51 + Ugwggg X 52 -+ U2U)3€2 X 53

+
+ vgw1€3 X 51 + U31U2€3 X gg + Ugwggg X 53.
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Satz 6.10 Das Vektorprodukt v x W der Vektoren v = (vy,v9,v3)T und @ =
(w1, wo, w3)T ist gegeben durch

o . T
U X W = (vgws3 — V3Wa, V3W1 — V1W3, V1We — VoW1)" .

Wir sehen uns nun vektorielle Darstellungen von Geraden und Ebenen im Raum
an. Die Parameterdarstellung einer Geraden im R? sieht formal wie die Para-
meterdarstellung einer Geraden im R? aus: es treten lediglich Vektoren mit drei
Komponenten statt mit zwei Komponenten auf. Geraden im R? werden also be-
schrieben durch Gleichungen wie

F=7+M, AR, (6.11)

wobei 7 der Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Geraden und ¢ # O ein
beliebiger Vektor in der Richtung der Geraden ist.

Ganz dhnlich wird eine Ebene im R? beschrieben als die Menge aller Ortsvektoren
7, die einer Gleichung

F=m4+N+put, \pekR (6.12)

geniigen, wobei 7 der Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Ebene ist und
S,t # O nicht parallele Vektoren sind, die in der Ebene liegen.

Zur Hesseschen Normalform der Ebenengleichung Ax + By + C'z = D gelangt
man durch Einfithrung des Normalenvektors

AZ, + Bé, + C&,

der noch zu normieren ist:
Aé| + Bey + Ces B Ae| + Béey, + Ceés
||Aey + Béy + Ces|| VA2 £ B2+ (C?

Das Vorzeichen wahlen wir so wie das Vorzeichen von D.

n=+ (6.13)
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Satz 6.11 Sei E eine Ebene im R3, 7 der Ortsvektor eines beliebig gewdihlten
Punktes aus E und 7i der durch (6.13) definierte Normalenvektor. Die Hessesche
Normalform von E ist dann gegeben durch

ren=7- 0.

Die rechte Seite 7 - i = |D|/v/ A% + B? 4+ C? st gleich dem Abstand der Ebene

vom Koordinatenursprung.

Mit der Hesseschen Normalform lassen sich Abstidnde zwischen Punkt und Ebene
leicht berechnen.

Satz 6.12 Der Abstand eines Punktes P, € R? mit Ortsvektor 7. von der Ebene
(r"— 1) -1 =0 ist gleich dem Betrag der Zahl

Ist d* # 0, so liegen P* und O auf der gleichen Seite von E wenn d* < 0 und auf
verschiedenen Seiten von E wenn d* > 0.

Als weitere Anwendung der eingefiihrten Begriffe berechnen wir den Abstand
zweier windschiefer Geraden im R3 mit Hilfe der gemeinsamen Lotrichtung. Die
Geraden seien durch ihre Parameterdarstellungen gegeben:

g1 : =7+ \S, A €eR,
g2 : 7 =T+ pt, pER,

wobei §,¢ # 0 nicht parallel sein sollen. Dann steht der Einheitsvektor

Z:: {X 'F
15 % 2]

senkrecht auf beiden Geraden. Der gesuchte Abstand ergibt sich als Lénge
der Projektion des Vektors 7 — 7 (oder eines anderen Vektors, der von

einem Punkt von g¢; auf einen Punkt von ¢y zeigt) auf E_: d.h. als

SR

103



6.3 Der Vektorraum R"

Wir verallgemeinern die Uberlegungen der vergangenen Abschnitte und betrach-
ten fiir jedes n € N den Vektorraum R™ aller Vektoren (n-Tupel) (w1, za, ..., 2,)7
mit zq, ..., 2, € R. Wir fithren eine komponentenweise Addition und Multiplika-
tion mit Zahlen ein:

(xlu""xn)T+(ylv-"ayn)T = (Il—i_ylu'”)xn—i_yn)T
Mz, . oown)t = Ay, Aa)T mit A € R.

Dann gelten die in Abschnitt 6.1 vermerkten Rechenregeln, und jeder Vektor
7= (z1,...,7,)7 € R" kann eindeutig als Linearkombination

f:$1€1++$n€n
der Koordinateneinheitsvektoren
e1 = (1,0,0,...,0)" & = (0,1,0,...,0)",...,&, = (0,0,0,..., )"

geschrieben werden.
In Analogie zu (6.8) definieren wir die Linge (oder Euklidsche Norm) des Vektors
7= (x1,...,2,)7 durch

& = \fa? +a+ ...+ a2 (6.14)

Da wir uns im R” (mit n > 4) nicht mehr auf die Anschauung verlassen konnen,
ist im Moment keineswegs klar, ob die Dreiecksungleichung fiir alle n gilt.
Schwierigkeiten bereitet zunéchst auch die Definition des Skalarprodukts zweier
Vektoren ¥ = (z1,...,2,)" und ¥ = (y1,...,yn)?, da wir uns Winkel im R" fiir
n > 4 schlecht vorstellen kénnen. Hier hilft uns ein Blick auf (6.3) und (6.10),
und wir definieren das Skalarprodukt von ¥ und ¢ einfach als

Ty =z + To2y2 + ... + Tpln. (6.15)

Fiir das so definierte Skalarprodukt gelten wieder die in Abschnitt 6.1 vermerkten
Rechenregeln. Man beachte auch, dass

17| = VZ - 7. (6.16)

Satz 6.13 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fiir beliebige Vektoren T =
("/L‘17 ctt 7:'Un)T7 g: (y17 tet 7y7’b)T gllt

|- g1 < 17| (17l

oder, ausfiihrlich geschrieben,

|:L‘1y1—i—...—|—:cnyn]§\/x%—l—...—t—x% \/yf++y7%
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Beweis Ist i der Nullvektor, dann ist die Aussage des Satzes sicher richtig. Sei

also i # O. Dann ist

— f.g)—» — f‘y_)—» — f.y_»—»
0 < |7— y||2:<x—q y)(x— ﬁy)
y-y y-y

Umstellen ergibt
S a2 5 - S IR
(@) < 2P IFI1* baw. |Z-g] < ||1Z]] |17
|

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist auflerordentlich niitzlich, und wir dis-
kutieren zwei Anwendungen.

Fir 7,y # 0] zeigt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, dass
~1< ot <L
12|91

Es gibt daher eine eindeutig bestimmte Zahl o € [0, 180°] so, dass

—

-y
12| |7l

— COS ().

Wir nennen « den Winkel zwischen den Vektoren 7 und 7. Insbesondere stehen

Z und i senkrecht aufeinander, wenn o = 90° bzw. 7 - = 0.
Als zweite Anwendung zeigen wir die Dreiecksungleichung. Fiir Z,y € R™ ist
(Z4+Yy) - (F+y) =2 - 427 -§+§ -7

Iz + 901" =
1211 + 2 12 171 + I911° = A2+ 191)*.

<

Wurzelziehen liefert die Behauptung.
Ein Vektorprodukt wird in R™ mit n # 3 nicht eingefiihrt.
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7 Lineare Riume

Wir haben bisher Vektoren im R"™ betrachtet. Wir behandeln nun Vektoren in
grofferer Allgemeinheit und definieren ,, Vektorrdume“oder ,lineare Raume®, in-
dem wir die fiir Vektoren im R" giiltigen Rechenregeln als Aziome fordern.

7.1 Definition und Beispiele

Definition 7.1 Ein linearer Raum (oder Vektorraum) dber dem Korper R ist
eine nichtleere Menge V', fiir deren Elemente zwei Operationen erklirt sind: eine
Addition, die je zwei Elementen u,v aus V ihre Summe u + v € V zuordnet,
und eine Multiplikation mit Skalaren, die jedem FElement u € V und jeder reellen
Zahl X ihr Produkt Au € V' zuordnet. Dabei sollen fiir alle u,v,w € V und alle
a, 8 € R die folgenden Regeln gelten:

(A1) (u+v)+w=u+ (v+w) (Assoziativitat).

(A2) ut+v=v+u (Kommutativitdt).

(A3) Es gibt genau ein Nullelement 0 € V' mit
O+u=wu firale wuelV.

(Ad)  Zu jedem u € V' gibt es genau ein entgegengesetztes Element
—u eV mitu+ (—u) =0.

(S1) a(u+v)=au+av (Distributivitit).
(52) (a+Plu=au+pPu (Distributivitt).
(S3)  (af)u=a(fu) ( ,Assoziativitit®).
(S4) 1-v=wv firalevelV.

Die Axiome (Al) — (A4) stimmen mit den ersten vier Korperaxiomen aus Ab-
schnitt 1.2 iiberein. Wie Folgerung 1.1 kann man daher zeigen:

Folgerung 7.2 Fiir beliebige Elemente u,v eines Vektorraumes V' gibt es genau
ein Element x € V', welches die Gleichung u + x = v [dst, ndamlich das Element
r=v+(—u).

Anstelle von v 4 (—u) schreibt man meist v — u. Auflerdem ist es iiblich, die
Elemente eines Vektorraumes Vektoren zu nennen (auch wenn wir sie nicht mit
gerichteten Objekten wie Pfeilen identifizieren).

Folgerung 7.3 Fiir beliebige Vektoren v € V' und Zahlen A € R gilt
—(—v) =wv, Qv = 0, A0 =0,

und aus dv =0 folgt, dass A\ =0 oder v = 0.
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Der Deutlichkeit halber wurde in dieser Folgerung das Nullelement des Vektor-
raumes mit 0 bezeichnet.

Beispiel 1 Der R" mit den in Abschnitt 6.3 eingefithrten Operationen der Ad-
dition und der Multiplikation mit Zahlen bildet offenbar einen Vektorraum iiber
R. Das Nullelement ist der Vektor 0 = (0,...,0)7, und der zu z = (21, ..., x,)7
entgegengesetzte Vektor ist —x = (—x1,..., —x,)T. n

Beispiel 2 Sei V' die Menge aller Polynome P(z) = ag + a1z + ... + a,z, vom
Grad < n. Mit der Addition

(P+Q)(z) = P(z)+Q()
= (ap+ax+...+ayzy) + (bo+ b1z + ...+ bya™)
= (a0+b0)+(Ch—l—bl)l‘-f-...—i—(an—i—bn)x"

und der Multiplikation mit A € R,
(AP)(z) = Mag + a1z + ... + apxy,) = Aag + Aagz + ... + Aa,a”,
wird V' zu einem Vektorraum iiber R. |

Beispiel 3 Auch die Menge C([a,b]) aller auf dem Intervall [a,b] definierten
stetigen reellwertigen Funktionen bildet einen Vektorraum iiber R, wenn wir die
Summe von f, g € C([a,b]) durch

(f +9)(z) = f(z) +g(z), =¢€la]

und das Produkt von f € C([a,b]) mit A € R durch

(Af)(@) = A f(z), x€lab]
erklaren. m

Anmerkung Man betrachtet auch Vektorrdume iiber C oder iiber anderen
Koérpern. Man verlangt dann, dass eine Multiplikation mit komplexen Zah-
len erklart sein mufl; wobei wieder die Axiome (S1)-(S4) gelten sollen. Ein
konkretes Beispiel eines Vektorraumes iiber C ist der Raum C™ aller n-Tupel
z=(z1,...,2,)" von komplexen Zahlen, fiir die wir die Operationen wie im Fall
R™ komponentenweise erkléren.

Viele der folgenden Aussagen gelten gleichermafien fiir Vektorrdume iiber R und
Vektorrdume iiber C. Man spricht daher oft von Vektorrdumen tber K, wobei K
fiir R oder C steht.
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7.2 Lineare Unabhingigkeit, Basis, Dimension

Sind uq, ..., u; Vektoren eines Vektorraumes iiber K, so heifit jeder Vektor der
Form

v=oqu + ... +opur mit aq,...,ap € K
eine Linearkombination der Vektoren uq, . .., u.

Definition 7.4 Sei V' ein Vektorraum diber K. Die Vektoren uy,...,ur € V
heifien linear unabhéngig, wenn keiner dieser Vektoren einer Linearkombination
der tbrigen ist und wenn keiner dieser Vektoren der Nullvektor ist. Andernfalls
heiffen uq, ..., u; linear abhéngig.

Eine dquivalente Beschreibung der linearen Unabhéngigkeit liefert das folgende
Lemma.

Lemma 7.5 Sei V ein Vektorraum tiber K. Die Vektoren uq,...,up € V sind
genau dann linear unabhingig, wenn aus Zle a;u; = 0 notwendig folgt, dass
ar=...=a, =0.

Beispiele Die Vektoren €}, €, €3 € R? sind linear unabhingig, denn aus
Q€] + s + azés = (ay, ag, az)” L (0,0,0)" = 0

folgt, dass a; = a9 = a3. Dagegen sind die Vektoren
i =(1,2,3)", @ =(0,1,-1)7, dy=(1,4,1)"

linear abhingig, denn u; = U3 — 2us.

Auch die Polynome Py(z) = 1, Pi(x) = z und P»(z) = x?, die wir als Elemente des
Vektorraumes aller Polynome vom Grad < 2 mit reellen Koeffizienten betrachten,
sind linear unabhéngig. Wir machen dazu den Ansatz 0 = agFy + ay Py + o P
(wobei 0 fiir das Null-Polynom steht) und zeigen, dass dann ag = oy = ag = 0
sein muss. Der Ansatz liefert

0=aoPy(x) + a1 Py(z) + apPs(z) bzw. ap+ a1z + apr? =0

fiir alle z € R. Wir setzen = 0 und erhalten ay = 0. Nun leiten wir ayz+asz? =
0 ab, erhalten aq + 2asx = 0, setzen wieder x = 0 und bekommen a; = 0.
SchlieBlich leiten wir 2asx = 0 ab und finden 2as = 0, also as = 0. [

Definition 7.6 Sei V ein Vektorraum iiber K.

(a) V' heifst unendlich-dimensional, wenn es beliebig viele linear unabhdingige
Vektoren in V' gibt. Wir schreiben dann

dimV = co.

Andernfalls heiffit V endlich-dimensional.
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(b) stV endlich-dimensional, so heifit die mazimale Anzahl linear unabhdngiger
Vektoren in V' die Dimension von V. Ist diese maximale Anzahl gleich n, so
schretben wir

dimV = n.

(¢) Ist'V ein Vektorraum der Dimension n, so heifit jedes System von n linear
unabhdngiger Vektoren aus V' eine Basis von V.

Beispiele Alle linear betrachteten Vektorrdume sind reell. Der Raum R™ hat die
Dimension n, und die Koordinateneinheitsvektoren €7, ..., €, bilden in ihm eine
Basis. Natiirlich gibt es auch andere Basen, z.B. bilden

i=(1,2)7 und @=(0,7)" (7.1)

eine Basis von R% Der Raum der Polynome vom Grad < n hat die Dimension
n + 1, und die Polynome

Py(z)=1, P(z)==x,...,P(x)=2a"

bilden in ihm eine Basis. Dagegen ist C'([0, 1]) ein unendlich-dimensionaler Vek-

torraum, da er alle Polynome Fy, P;, P, ..., enthélt und diese linear unabhéngig
sind. Unendlich-dimensionale Vektorrdume werden in der Funktionalanalysis be-
trachtet. |

Anmerkung Man beachte, dass C=R? als komplexer Vektorraum die Dimension
1 hat und als reeller Vektorraum die Dimension 2. |

Satz 7.7 Sei V' Vektorraum iiber K und uq, ..., u, eine Basis von V. Dann ldfst
sich jeder Vektor v € V' auf genau eine Weise als Linearkombination v = au; +
oot agu mit u; € K darstellen.

Beweis Wire ein Vektor v € V nicht auf diese Weise darstellbar, so wéren
die k 4+ 1 Vektoren uq,...,u; und v linear unabhéngig, was der Definition der
Basis widerspricht. Wir zeigen noch die Eindeutigkeit der Darstellung. Aus v =
a1y + ...+ agpug und v = Grug + ...+ Pruy folgt durch Subtraktion

6 = (Oél — ﬁl)ul 4+ ...+ (Oék — ﬁk)uk
Nach Lemma 7.5 ist oy = B4, ..., a = Fg. |

Beispiel Wir wollen (1,0)7 als Linearkombination der Basisvektoren (7.1) dar-
stellen. Der Ansatz (1,0)T = «(1,2)" + 3(0,7)7 liefert das Gleichungssystem
1=1-a4+0-8,0=2a+ 708 mit der Losung o = 1, § = —2/7. Also ist

(1,0)" = (1,2)" — 2(0,7)". o
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Anmerkung Sei V' Vektorraum und uq,...,u; eine Basis von V. Fiir je zwei
Vektoren a = ajuy + ... + apug, und b = Biug + ... + Bruy gilt dann

a+b= (o1 + B)us + ...+ (o + Br)ux,

d.h. die Addition von a und b kann auf die Addition ihrer Koordinaten «;, 3; (also
von Zahlen) zuriickgefiithrt werden. [

Definition 7.8 FEine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraumes V iiber K heifit
(linearer) Unterraum oder (linearer) Teilraum von V', wenn fir beliebige Vektoren
u,v € U und beliebige Zahlen o, f € K gilt:

au+ v e U.
Jeder Unterraum eines Vektorraumes ist wieder ein Vektorraum.

Beispiele Seien vy, ..., v, Vektoren in V. Dann bildet die Menge aller Linear-
kombinationen dieser Vektoren einen Teilraum U von V. Wir bezeichnen ihn mit

U =span{vy,...,v.}

und sagen, dass U von den Vektoren vy, ...,v, aufgespannt wird oder dass die
Vektoren vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von U bilden. Jeder endlich dimensio-
nale Vektorraum wird in diesem Sinn von seiner Basis aufgespannt.

Die ein- bzw. zweidimensionalen Unterriume des R? sind genau die Geraden bzw.
Ebenen in R3, die durch den Nullpunkt (0,0, 0) verlaufen. Da wir als Ortsvektor
71 jeweils den Nullvektor wahlen kénnen, sehen die Parameterdarstellungen dieser
Geraden bzw. Ebenen namlich so aus:

F=M bzw. 7= N+ ut,

d.h. Geraden werden durch einen und Ebenen durch zwei Vektoren aufgespannt,
und die Bedingung, das § und t ungleich 0 und nicht parallel sind, garantiert,
dass § und ¢ linear unabhéngig sind.
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