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Gruppeniibung

Lose die folgenden Differentialgleichungen:

Aufgabe G1 (Reduktion der Ordnung, die Funktion y tritt nicht direkt auf)
x2y" — (y/)Q.
Lésung: Mit der Substitution z = 3’ erhéilt man eine Differentialgleichung erster Ordnung:
/

oder — =

2./ 2
( Zg_ﬁ)‘

rz =z

Mit der Trennung der Verénderlichen erhélt man die Losungen:

T

= 1 =0.
o) = T A 1 e, 2(0) 20
Also gilt y' = -7 (1) und ¥ = 0 (2). Falls ¢; = 0, dann ist aus (1) y = % + ¢ eine Losung.
Nach dem Integrieren erhilt man aus (1) noch eine Losung fiir ¢; # 0: y = £ — L In|eyz 4+ 1] +cs.

C1 cq
Und aus (2) bekommt man noch eine Losung der Gleichung y(x) = ¢4.

Aufgabe G2 (Reduktion der Ordnung, die Variable z tritt nicht direkt auf)
2yy" = (y')* + L.
Hinweis: Substituiere: y'(x) = p(y(z)).
Losung: Sei 3y = p(y). Dann gilt

dy’) d(ply)) dp dy
"o _ I el A
Y dx de  dy dz pp

Setzen wir 4/ = p und y” = p’ - p in die Gleichung ein, dann erhilt man 2yp - p’ = p? + 1. Mit
Trennung der Verdnderlichen erhélt man die Loésung;:

p=*t\Vey—1, y#1/e

Wir kénnen setzen ¢ # 0. Daraus folgt:

y = £/ cy — 1.

Schlieflich ist 4(cy — 1) = ¢*(z + ¢2)? und daher y = £(z + c2)? + 1.
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Aufgabe G3 (Reduktion der Ordnung, lineare Gleichung)

22y —zy 4y =0.

Hinweis: y1(z) = z ist eine Losung der DGL.

Losung: Wir machen den Ansatz y = zu. Dann gilt
22y —xy +y=0 = vz +u =0.

Die Substitution v = u’ liefert die DGL v’z + v = 0. Diese kann mit der Methode der Trennung
der Variablen gelost werden:

v 1 c1

P v(x) = Pl u(z) =crlnlz|+ 2 = y(z) = z(c1 In|z| + c2).

Aufgabe G4 (Fortsetzbarkeit der Losung)
Seien die Anfangswertprobleme

y=y*+1, y(0)=0 (1)
und

Y =y, y(0)=1 (2)

gegeben. Lose diese Probleme analytisch. Sind die Losungen fiir alle x € R definiert? Kann man
das Ergebnis fiir (2) auch aus der Lipschitzbedingung erschliessen ohne explizite Bestimmung der
Losung? Warum liefert dieselbe Schlussweise fiir (1) ein anderes Ergebnis?

Losung: Sowohl die Losung vom Problem (1): y(z) = tanz als auch die Losung vom Problem
(2): y(x) = e* erhilt man mit Trennung der Verénderlichen. Die Losung vom (2) ist fiir alle z € R
definiert, wihrend die Losung vom (1) nur fiir z € (—7/2,7/2).

Die rechte Seite vom (2) erfiillt eine Lipschitz-Bedingung fiir alle y € R. Deshalb lisst sich die
Losung aus der Umgebung vom Punkt x = 0 fiir alle € R fortsetzen. Die Funktion y? 4 1 ist zu
steil und erfiillt die Lipschitz-Bedingung nicht. Das fithrt dazu, dass die Losung vom (2) z. B. nicht
iiber den Punkt x = 7/2 fortgesetzt werden kann. Die Lipschitz-Bedingung ist nicht notwendig
fiir die Fortsetzbarkeit der Losung. Aber sie reicht aus, um die Fortsezbarkeit zu garantieren.
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Hausiibung

Lose die folgenden Differentialgleichungen:

Aufgabe H1 (Reduktion der Ordnung, die Funktion y tritt nicht direkt auf)
(4 Punkte)

2zy'y" = (y')* — L.

Losung: Die Substitution v = 3/ liefert die DGL 2zuu’ = u? — 1, die mit der Methode Trennung

der Verédnderlichen gelost werden kann. Die konstanten Losungen sind v =1 und v = —1.
1 d(u? —1
g ue 1 / (u )
uw?—-1 =z u? —1
Inju? =1 = In(alz]), a0 >0 <= v —1=cz, ¢; €R.

Fiir ¢; = 0 bekommen wir wieder die konstanten Losungen v = 41 und somit die Lésungen
y = +x + ¢y der urspriinglichen Gleichung. Sei ¢; # 0. Die Gleichung ¢/ = +v/ciz + 1, x> —1/¢;
16sen wir dann mit der Methode Trennung der Verénderlichen. Es gilt y = +-2-(ciz + 1)3/ 2 e

3c1

Die Losungen sind daher y = +x + ¢ und y = j:?%(clx + 1)3/2 +e3, x> —1/c.

C1

Aufgabe H2 (Reduktion der Ordnung, die Variable x tritt nicht direkt auf)
(4 Punkte)

y'+2y-(y)° =0

Hinweis: Substituiere: y'(z) = p(y(z)).

Losung: Sei ¢ = p(y). Dann gilt 4" = p’p. Die Substitutionen ¢’ = p und y” = p'p liefern
Pp+2yp° = 0.

Die konstante Losung p = 0 ergibt die Losung y = ¢;. Mit Trennung der Verdnderlichen erhélt
man

1
Y2+ o

v

5 ) y2 7& —C2.

1
=-2 = 5:y2+02 = p=

bS]

1
y2+ca?
Losungen y = ¢; und y2/3 + yco = x + c3.

Und somit folgt aus 3/ = dass y3/3 4+ yca = x + c3 eine Losung ist. Wir haben daher die

Aufgabe H3 (Lineare Unabhéngigkeit von Funktionen)
(3 Punkte)
Fiir z > 0 sei die DGL x(x 4+ 1)y” — (2 + 1)y + 2y = 0 gegeben. Uberpriife, ob die Funktionen
y1(x) = (z+1)? und y2(z) = 22 linear unabhiingige Losungen dieser DGL sind. Gib die allgemeine
Losung der DGL an.

Loésung: y; und y; 16sen die Gleichung und bilden ein Fundamentalsystem, denn det W (y1,y2) =
2z(x 4+ 1) > 0 fiir x > 0. Die allgemeine Losung ist y(z) = c1y1(x) + caya(x).



