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Aufgabe G1 (Probeklausur)
Sprechen Sie iiber die Probeklausur von letzter Woche. Kliren Sie alle Fragen, die daraus verblieben sind, mit Threm
Ubungsleiter.

Aufgabe G2 (Minitest)
(@) O Es gibt Matrizen, die sowohl positiv definit als auch negativ definit sind.

R Jede Matrix iiber C besitzt eine Jordan-Normalform.

O Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts gibt die Anzahl der Jordanblécke zu diesem Eigenwert an.
X Jordanblocke der Grof3e n sind nur diagonalisierbar, wenn n = 1.

X Die Jordan-Normalform einer reellen symmetrischen Matrix ist eine Diagonalmatrix.

X Eine Matrix und ihre Jordan-Normalform haben die gleiche Determinante und die gleiche Spur.
(b) Welche der folgenden Matrizen liegen in Jordan-Normalform vor?

110 0 00 110 101
A:=10 2 0 Ay:=10 0 1 A;:=10 2 1 A,:=10 1 0
0 0 2 0 0 0 0 0 2 00 1
11 1 100 110 00 0
As:==10 1 1 Ag:i=10 1 1 A,=10 1 0 Ag:=|0 0 0
00 1 001 00 1 000

Losung:

(b) In Jordan-Normalform liegen A,, A, A; und Ag vor.

Aufgabe G3 (Jordan-Normalform durch Rangberechnung)
In dieser Aufgabe sehen Sie, wie man die Jordan-Normalform einer Matrix nur durch die Berechnung von Dimensionen
der Kerne (oder alternativ: der Rdnge) von Matrixpotenzen bestimmen kann.

(a) Wir betrachten eine 12 x 12-Matrix A mit folgender Jordan-Normalform:
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i. Bestimmen Sie a := dimker(A — AE;,)* fiir k =1,2,3,4.
ii. Wie konnen Sie aus a; und a, die Anzahl der Jordanblocke der Grof3e 1 ablesen?

iii. Bestimmen Sie die Anzahl der Jordanblécke der Groflen 3 und 4 durch Betrachtung der anderen beiden
Dimensionen.

iv. Geben Sie eine Formel an, welche die Anzahl der Jordanblécke der Gré8e m € N nur aus den Zahlen a,,_4, a,,
und a,,,, berechnet (fiir eine beliebige Matrix A).

(b) Gegeben seien 10 x 10-Matrizen A, B, C, die nur den Eigenwert 42 besitzen. Diese erfiillen auerdem

k=1|k=2|k=3|k=4
dimker(A — 42E;,)* 4 7 9 10
dimker(B — 42E,,)* 4 8 10 10
dimker(C — 42E;o)* | 3 6 8 10

Geben Sie jeweils eine Jordan-Normalform an.

Losung:
(a) Die gesuchten Dimensionen berechnen wir direkt von J, da sie unter Ahnlichkeit invariant sind.
i. Wir lesen die Dimensionen (oder die Range) ohne Rechnung ab:

a; :=dimker(A— AE;,)' =5
a, := dimker(A — AE;5)* =9
a; :=dimker(A— AE,)* =11
a, :=dimker(A— AE;,)* =12

ii. Die Zahl a; gibt die geometrische Vielfachheit von A und damit die Anzahl der Jordanblécke von A an. Bilden
wir nun (A — AE;,)?, kommt fiir jeden Block, der mindestens die GréRe 2 hat, eine weitere Nullspalte hinzu.
Es gibt also a, —a; = 9 — 5 = 4 die Anzahl der Blécke an, die mindestens Gr63e 2 haben. Da es insgesamt 5
Blocke gibt, von denen 4 Stiick mindestens die Grof3e 2 haben, gibt es also genau einen Block der Grof3e 1.

iii. Bei Bildung der dritten Potenz trédgt jeder Block der Grof3e mindestens 3 wieder eine Nullspalte bei, ebenso
bei Bildung der vierten Potenz und Blocken der Grof3e 4. Es gibt also a; —a, = 2 Blocke der Grolse mindestens
3. Da es aber 4 Blocke der Grof3e mindestens 2 gibt, bleiben insgesamt 2 Blocke der Grof3e genau 2. Weiterhin
gibt es a, — a; = 1 Block der GréRe 4, so dass von den zwei Blocken der Grofe mindestens drei tatsdchlich
einer die Gr6Re 3 und einer die Gré3e 4 hat. Damit haben wir die Anzahl aller Blocke bestimmt.

iv. Wir haben bereits gesehen, dass die Anzahl der Blocke der Gro3e mindestens m gegeben ist durch a,, — a,,_;.
Wir folgern:

#{Blocke der Grofle m} = #{Blocke der GroRRe mindestens m} — #{Blocke der GroRe mindestens m + 1}

= (am - am—l) - (am+1 - am) = 2am L R |

(b) Wir gehen hier analog zu Aufgabenteil (a) vor. Jede dieser Matrizen besitzt eine Jordan-Normalform, so dass wir
obige Betrachtungen einfach iibertragen konnen. Es bezeichne s,, die Anzahl der Blocke der Grof3e m. Natiirlich ist
ay, =0 und as; = 10, da ja bereits a, = 10 ist.

Matrix A: s; =2-4—7—0 =1, also gibt es einen Block der Grof3e 1. Weiterhin ist s, =2-7 —9 —4 =1, also gibt es
einen Block der Grof3e 2. Analog berechnen wir s; =2-9—-10—7=1und s, =2-10—10—-9 = 1. Es gibt
also jeweils einen Block der Grofen 3 bzw. 4.

Die Jordan-Normalform lautet also

[ 42
42 1 )
42

42 1
42 1
42

42 1
42 1
42 1

\ 42 )




Matrix B: Wir berechnens; =2:4-8-0=0,5,=2-8—-10-4=2,5;=2-10-10-8=2unds;=2-10—10-10=0.
Die Jordanform ist

42 1
L \

42 1
42

42 1
42 1
42

42 1
42 1

\ 42)

Matrix C: Wir berechnens; =2-3—-6—-0=0,5,=2-6-8-3=1,5,=2:-8—10—6=0sowies, =2-10—10—-8 =2.
Die Jordanform ist

42 1
2 \

42 1

42 1
42

42 1
42 1
42 1

\ 42)

Aufgabe G4 (Kurze Beweise)
Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Eine Matrix ist genau dann positiv semidefinit, wenn alle Hauptminoren eine nichtnegative Determinante haben.
(b) Jordanblécke sind genau dann nilpotent, wenn sie zum Eigenwert O gehoren.

(c) Es gibt Matrizen iiber R, welche keine Jordan-Normalform iiber R besitzen.
Losung:

(a) Die Aussage ist falsch. So hat etwa die Matrix _01 die Hauptminoren (O) und (0 0 ), deren Determi-

0 0 -1

nante jeweils O ist. Trotzdem hat sie den Eigenwert —1, ist also nicht positiv semidefinit.

(b) Die Aussage ist wahr. Sind auf der Diagonalen alle Eintrdge null, so ist A eine strikte obere Dreiecksmatrix und
damit nilpotent. Hat A einen von null verschiedenen Eintrag A auf der Diagonalen, so hat A" an dieser Stelle den
Eintrag A" # 0.

(c) Die Aussage ist wahr. Ein Beispiel ist die Matrix (_1 O) . Sie besitzt keine Eigenwerte in R und damit auch keine

Jordan-Normalform.

Aufgabe G5 (Jordan-Normalform)

(a) Zeigen Sie: in der Jordan-Normalform von A kommt genau dann ein Jordanblock der Gréf3e mindestens k zum
Eigenwert A vor, wenn das Minimalpolynom von A von (t — A)* geteilt wird.




(b)

Berechnen Sie jeweils eine Jordan-Normalform der folgenden Matrizen {iber C:

1 o [0 -1 -1 -18 7 -4
A = (3 4) Ay=| 2 -3 =2 As:=|-34 13 -8
\-1 1 o 45 -18 8
(133 110 é j (6 -3 -2 9 -6 -2
A, = A= 4 -1 -2 Ag:=|18 —-12 -3
-14 -10 -6 7 10 -5 -3 18 -9 -6
7 4 3 -3 \
(-1 2 3 (0 0 1 2 1 -1
A= 0 1 -1 Ag:=[0 1 0 Ag:=10 0 1
\0 0 42 \1 0 0 0 -1 2
(3 0 -1 0 [—1 0 0 0
A (8 _04 :‘1‘ A2 3 21 Ao |3 1 -2 -2
10 - s 4 6 n-=1090 0 2 0 2710 0 -1 0
\1 0 -1 2 L1 0 o -1
/11 0 1 (2 0 0 1 (3 0 -1 0
2 2 00 0 0 -1 0 03 0 -1
Arz = 00 2 2 Ara = -1 0 1 -1 Ars i= 10 1 O
\0 0 1 1 0 1 1 1 o1 0 1

Es ist nicht geplant, dass Sie alle diese Matrizen in der Ubung untersuchen. Sie kénnen sie als Vorbereitung auf
die Klausur transformieren, wenn Sie die Berechnung von Jordan-Normalformen iiben mdchten. Die Losungen
werden rechtzeitig vor der Klausur hochgeladen, damit Sie ihre Ergebnisse vergleichen und in den Sprechstunden
nachfragen kénnen, wenn Sie noch Schwierigkeiten haben.

Losung:

(a)

(b)

Wir wissen bereits, dass A und die Jordan-Normalform J das gleiche Minimalpolynom haben. Sei also

Jml,k \

sz,l

mp,A
\ J)

wobei J nicht den Eigenwert A besitze. Das Minimalpolynom von A lautet also

pa(t) = py (0) =kgVlpy,, ,(0),.. oy, (0, puy(0)) = (£ = A)™ - us (o),

wobei m := max{m,,...,m,} die GroRe des grofiten Jordanblocks zum Eigenwert A angibt. Insbesondere sehen
wir, dass (t —A) genau dann ein Teiler von u,(t) ist, wenn es mindestens einen Jordanblock der Grofe mindestens
k zum Eigenwert A gibt, was zu zeigen war.

Die Normalformen sind natiirlich immer nur bis auf eine Permutation der Blocke bestimmt.

5+v33

5 die Matrix ist also diagonalisierbar und eine Jordan-Normalform lautet

A;: Die Eigenwerte lauten

1 (54433 0
2 0 5—-v33)"

A,: Der einzige Eigenwert ist —1, mit algebraischer Vielfachheit 3 und geometrischer Vielfachheit 2. Es gibt also 2
Jordanblocke zum Eigenwert —1 und eine moégliche Jordan-Normalform lautet

-1 1 0
0 -1 O
0 0 -1




Die Eigenwerte sind —1 (mit algebraischer Vielfachheit 1) und 2 (mit algebraischer Vielfachheit 2). Die geo-
metrische Vielfachheit von 2 ist 1, es gibt also nur einen Jordanblock zum Eigenwert 2 (und natiirlich einen
zum Eigenwert —1). Eine Jordan-Normalform ist gegeben durch

-1 0 O
0 21
0 0 2

Der einzige Eigenwert 1 hat geometrische Vielfachheit 1. Es gibt also nur einen einzigen Jordanblock, die
Jordan-Normalform lautet

o O O
OO R M
[l N o]
- =0 O

Die Eigenwerte sind 2, i und —i, die Matrix ist also diagonalisierbar mit Normalform

0
0
—1i

S oON
o ~ O

Der einzige Eigenwert —3 hat geometrische Vielfachheit 2. Eine Normalform lautet also

-3 0 0
0 -3 1
0 0 -3

Die Eigenwerte sind offensichtlich —1, 1 und 42. Damit ist die Matrix diagonalisierbar mit Normalform

-1 0
0
42

O = O

0
0

Die Eigenwerte sind —1 und 1, wobei 1 die algebraische und geometrische Vielfachheit 2 hat. Die Matrix ist
also diagonalisierbar mit Normalform

-1
0
0

S = O
—= O O

Die Eigenwerte sind 2 und 1, wobei 1 die algebraische Vielfachheit 2, aber geometrische Vielfachheit nur 1
hat. Eine Normalform lautet daher

oS OoON
o = O
= = O

Der einzige Eigenwert 2 hat geometrische Vielfachheit 1, so dass es nur einen Jordanblock gibt. Die Normal-
form lautet

SO OoON
OoON =
N = O

Die beiden Eigenwerte sind 2 und 3, jeweils mit algebraischer Vielfachheit 2. Die geometrische Vielfachheit
von 2 ist 2, die geometrische Vielfachheit von 3 ist 1. Eine Normalform lautet daher

oo onN
SO N O
o w oo
W= oo




Ayl

Der einzige Eigenwert —1 hat geometrische Vielfachheit 2. Es gibt also bis auf Vertauschung der Jordanblécke
die beiden Moglichkeiten

1 1 0 o0 -1 1 0 0
0 -1 1 0 0 -1 0 0
0 0 -1 0 oder 0 0 -1 1
0 0 0 -1 0 0 0 -1

Wir berechnen das Minimalpolynom der A;,. Das charakteristische Polynom lautet
p()=(-1-0)*

Es ist (Ay, + E4)* # 0, aber (A;, + E,)® = 0. Das Minimalpolynom lautet also u(t) = (—1 — t)*. Nach Aufga-
benteil (a) muss daher ein Block der Gré3e 3 vorkommen, die richtige Normalform lautet also

-1 1 0 0
0o -1 1 0
0 0O -1 0
0 0 0 -1

Hier gibt es die beiden Eigenwerte 0 und 3, jeweils mit geometrischer Vielfachheit 1 und algebraischer Viel-
fachheit 2. Die Jordanform ist

o O OO
[N oo
S W oo
W= o o

Der einzige Eigenwert 1 hat geometrische Vielfachheit 2. Um die Jordanform zu bestimmen, berechnen wir
das Minimalpolynom und wenden wieder Aufgabenteil (a) an. Es ist (F — E,)? # 0, aber (F — E,)® = 0. Das
Minimalpolynom ist daher u(t) = (t —1)%, es muss also einen Block der Gréfe 3 geben. Die Jordanform lautet
demnach

O O O
OO - M
O~ RO
= O O O

Es gibt hier nur den Eigenwert 2. Wir gehen analog zur Matrix A;, vor, dieses Mal lautet das Minimalpolynom
aber u(t) = (t — 2)2. Es gibt also keinen Block der GréRe 3 und die Jordan-Normalform ist

oON OO
N~ OO

SO oOonN
S onN -

Viel Erfolg bei der Klausur am 01. August! Denken Sie an die Feriensprechstunden, die im EVS
auf der Veranstaltungsseite unter Klausurvorbereitung aufgefiihrt sind.




