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Aufgabe G1 (Minitest (Bearbeitung innerhalb von 15 Minuten und ohne Benutzung des Skripts!))
(a) Welche der folgenden Aussagen ist richtig?
O Symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar.

Symmetrische Matrizen sind normal.

Reelle symmetrische Matrizen sind normal.
Selbstadjungierte Matrizen sind diagonalisierbar.
Orthogonale Matrizen sind unitar.

Unitire Matrizen sind orthogonal.

Das Produkt symmetrischer Matrizen ist symmetrisch.
Hermitesche Matrizen sind selbstadjungiert.

Selbstadjungierte Matrizen sind hermitesch.
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Es gibt Matrizen, die hermitesch und schiefhermitesch sind.

O Es gibt normale Matrizen, die nicht diagonalisierbar sind.
(b) Sei V ein Vektorraum und U ein Unterraum. Geben Sie die Definition des Faktorraums V/ U an.
(c) Geben Sie die Definitionen von O,(R), U, (C), GL,(K), SL,(K), SO, (R) und SU,(C) an.

Aufgabe G2 (Zum Aufwéirmen: Typen von Matrizen)

Entscheiden Sie bei den folgenden Matrizen, ob sie symmetrisch, schiefsymmetrisch, unitar, orthogonal, hermitesch,
selbstadjungiert, schiefhermitesch, normal oder diagonalisierbar sind!

1 0 0 O 11 173 4
0 -1 1 1 —i 1 i 0 i
(o) memg(BY) sG] e ()

Losung:
Eigenschaft Matrizen
symmetrisch M;, My, Mg, Mg
schiefsymmetrisch M,, Ms
unitar M,, My, Ms, Mg, Mg
orthogonal M,, My, M5
hermitesch = selbstadjungiert | M;, M,, M,
schiefhermitesch M,, Ms, Mg
normal M,, My, My, Ms, Mg, M, Mg
diagonalisierbar M,, My, My, Ms, Mg, M,, Mg




Die ersten sechs Eigenschaften lesen wir direkt aus den Matrizen ab. Da unitdre und hermitesche Matrizen normal sind,
wissen wir bei allen Matrizen auf3er M;, dass sie normal sind. Die Matrix M; kann nicht normal sein, denn sie ist
bekannterweise nicht diagonalisierbar. Alle normalen Matrizen sind aber diagonalisierbar, so dass auch in dieser Zeile
alle Matrizen auf3er M, stehen miissen.

Aufgabe G3 (Halbnormen und Wiederholung LA 1)
Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Halbnorm ist eine positive, absolut homogene Abbildung p: V — R, x — p(x), welche
die Dreiecksungleichung erfiillt. Im Gegensatz zu einer Norm sind Vektoren 0 # x € V mit p(x) = 0 erlaubt.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes ¢ € V* die Abbildung x — | (x)| eine Halbnorm ist. Dabei bezeichnet
V*:={p:V > R| p linear}

den Dualraum von V.

(b) Sei p eine Halbnorm. Zeigen Sie, dass die Menge
Uy,:={x€V : p(x)=0}

einen Untervektorraum von V bildet.

(c) Sei p eine Halbnorm. Zeigen Sie, dass die Abbildung
-1l V/Up —R, [x]—=|[[x]ll:=p(x)

eine wohldefinierte Norm ist.
Losung:
(a) Positivitat: Trivial, denn der Betrag ist positiv.
Homogenitat: |p(Ax)| =A@ ()| =1|A] - [@(x)].

Dreiecksungleichung: ¢ (x + y)| = |e(x)+ @ (¥)| < |¢(x)| + |¢(y)|. Dabei haben wir die Dreiecksungleichung fiir
die Betragsfunktion benutzt.

(b) Seix €V und A €R. Es ist p(0) = p(0x) =0p(x) =0, also ist 0 € U,,.

Seien vy, v, € U,. Dann ist p(v;) = p(v,) = 0, also auch p(Av,) = |A|p(v,) = 0, woraus wir Av; € U, folgern.
Zudem ist

0 < p(v; +v,) <p(vy) +p(vy) =0,
also auch p(v; + v,) = 0 und damit v, + v, € U,,.

(c) Wohldefiniertheit: Sei y € [x]. Dann existiert ein n € U, mit p(n) =0 und y = x + n. Wir folgern einerseits
p(y)=p(x+n) < p(x)+p(n)=p(x) undandererseits p(x)=p(y —n)=p(y)+p(n)=ply).

Daraus folgt p(y) = p(x), also ist [[[y ]Il = [I[x]l|.
Positive Definitheit: Es gilt

Ilx]lI=0 < p(x)=0 < x €U, < [x]=[0].

Homogenitat: Es gilt
IALx ]Il = [I[Ax]ll = p(Ax) = [Alp(x) = |A] - [| [x]]I.

Dreiecksungleichung: Es gilt

Il + Iyl = llx + ¥l = p(x +¥) < p(x) + p(y) = llx]Il + 1Ly ]1I-

Aufgabe G4 (Hauptsatz iiber reelle symmetrische Matrizen)
(a) Zeigen Sie direkt, dass reelle symmetrische Matrizen eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren besitzen. Gehen Sie
dabei wie folgt vor:

i. Zeigen Sie, dass jede reelle symmetrische Matrix A einen reellen Eigenwert besitzt.
ii. Zeigen Sie: Ist U C R" ein unter A invarianter Unterraum, dann ist auch U~ ein A-invarianter Unterraum.




iii. Zeigen Sie induktiv, dass es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A in R" gibt und folgern Sie den
Hauptsatz.

(b) Sei

b S
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— =N
_ N =
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Finden Sie eine Diagonalmatrix D und eine orthogonale Matrix S, sodass S™'AS = D gilt. Geben Sie alle Matrizen
konkret an.

Losung:

(@) i. Das charakteristische Polynom von A besitzt nach dem Hauptsatz der Algebra eine komplexe Nullstelle. Ande-
rerseits sind alle Eigenwerte von A reell, denn es gilt (beziiglich des unitdren Standardskalarprodukts)

Av = v = A (v, 0) = (Av, v) "=

(v,v)>0

vV, Av) =A{v,v) = A=A => AE€R.

Der Eigenwert, der nach dem Hauptsatz der Algebra existiert, ist also ebenfalls reell.

ii. Sei v e U*, also (u,v) = O fiir alle u € U. Dann folgt (u,Av) = (Au, v), da A symmetrisch und reell ist. Da U
aber A-invariant ist, gilt Au € U und wegen v € U~ verschwindet also das Skalarprodukt. Es ist daher Av € U*.
Insgesamt folgern wir also AU C U*, was zu zeigen war.

iii. Induktionsanfang: Nach Schritt 1 hat A einen reellen Eigenwert A. Sei V, der zugehorige Eigenraum. Ist
V)\l = {0}, sind wir fertig, denn dann ist V; = R" und A= Aid.
Induktionsannahme: Wir nehmen an, wir hitten ein Orthonormalsystem (v,..., v;) aus Eigenvektoren von
A, wobeil <k<n.
Induktionsschritt: Der Raum {vy,...,v,}* ist nach Schritt 2 invariant unter A. Im Fall k = n sind wir fer-

.....

{vy,..., v} entsteht. Diese ist natiirlich immernoch reell. Sie ist auch symmetrisch, denn sie geht durch
einen Basiswechsel aus A hervor, und ein Basiswechsel mit orthogonalen Matrizen erhélt Symmetrie:

A=S"'BS <= AT =S"BT(s )T =S"'BS=A < S 'BTS=5"'BS < B=B".

Dabei haben wir ausgenutzt, dass S™' = ST wegen der Orthogonalitit von S gilt. Wir wenden wiederum
Schritt 1 auf A" an und erhalten einen normierten Eigenvektor vy.
Dieses Verfahren setzen wir fort, bis wir n normierte Eigenvektoren haben. In dieser Basis hat A Diagonalge-
stalt.

(b) Das charakteristische Polynom p,(t) = (t—1)?(t—4) hat die Nullstellen 1 (mit Vielfachheit 2) und 4. Wir bestimmen
jeweils linear unabhéngige Eigenvektoren und normieren diese — beispielsweise erhalten wir

1 L L
7 % 7
v = —% und v, = | % | zZumEW 1, v3=| 75 | zZum EW 4.
1
0 7 73
Wir erhalten damit
1 1 1 1 1
Z E G 7z 7 0 100
s=|- = = st=s"=|- - -=Z D=[0 1 0
V2 V6 V3 V6 V6 V6
0o 2 T T T 1 0 0 4
V6 V3 V3 V3 V3

Hausiibung

In dieser Hausiibung konnten Sie etwas Analysis benétigen. Hilfreich sind die folgenden Behauptungen, die Sie benutzen
diirfen:

ok 2 4
. Esgiltcostsz:O%tZkzl—%-I—%:F....
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Aufgabe H1 (Matrixexponentialfunktion Teil I)
Sei A € M, (K). Wir definieren die Matrixexponentialfunktion durch

* Es gilt die Cauchy-Produktformel

= AF 1,
exp(A) := et := E FzEn+A+§A +....
k=0 '

Es lasst sich mit Mitteln der Analysis zeigen, dass diese Reihe fiir jede Matrix A absolut konvergiert, die Funktion
exp: M,(K) - M,(K), A exp(A)

also wohldefiniert ist. In dieser Aufgabe untersuchen wir einige Eigenschaften dieser Abbildung.

. .. 1 0 0 O 0 -1
(a) Berechnen Sie exp(At) fiirAe {(0 1) , (0 0) ) (1 0 )} und t € R.

(b) Zeigen Sie den Binomialsatz fiir Matrizen: Falls A und B kommutieren gilt die Formel

(a+By =Y (:)AkB”‘k.

k=0

(c) Folgern Sie die Funktionalgleichung
exp(A) - exp(B) = exp(A+ B),
falls A und B kommutieren.
(d) Folgern Sie exp(A)~! = exp(—A).
Losung:

(a) Offensichtlich ist exp0 = E,. Aulerdem ist

"tk 10 s o expt 0
= _ - =0 k! _ P
exp(tE,) = Z k! (0 1) - 0 noodk | ( 0 exp t) )

k=0 k=0 kI

e 1 . 0 -1 . o
Fiir die dritte Matrix A = (1 0 ) berechnen wir A2 = —E,, daher A*> = —A und A* = E,. Induktiv sieht man so

schnell

E, fallsk=4nmitneN,

A falls k =4n+1mitn € N,
—E, fallsk=4n+2mitneN,
—A fallsk=4n+3 mitn €N,

Wir berechnen daher fiir die Komponenten von exp(At):

2 4

t
(exp(At))1; = (exp(At))py =1 — E + Z F...=cost
t3 tf;
(exp(At)),; = —(exp(At))y =t — 31 + = F...=sint

Insgesamt folgern wir

‘ 0 -1 _ [cost —sint
€Xp 1 0 “ \sint cost /°




(b) Der Beweis erfolgt per Induktion. Im Induktionsschritt berechnen wir dafiir

(A+B)n+1 - (i (n)Aan—k) (A+B) = (Xn: (H)Aan—k)A+ ( n (H)Aan_k) B
= \k = \k = \k
AB;BAil: ( n )AanJrlk +2n: (n)Aan+1k
k-1 P k

k=1

n < n " (n n
— An+lBO + Aan+1—k + Aka+1—k + AOBTH-l
(n) ; k—1 ; k 0

_ (S)AanH +2n: ((k n 1) n (Z))AanJrlk n (H)AnHBo
- n
k=1
n+1
— Z ( )AanHk'

(c) Wir benutzen die Cauchy-Produktformel und erhalten

Ak prk 1 © (A+ B)"
wen= (S5 ) (25 ) - EE T o - S 2 (e L —emasn

=0 k=0

(d) Aund —A vertauschen. Setzen wir das in die Funktionalgleichung ein, erhalten wir
E,, = exp(0) = exp(A) exp(—A) = exp(—A) exp(A).
Daraus folgt exp(—A) = exp(A)~! (insbesondere ist expA fiir jedes A invertierbar).

Aufgabe H2 (Matrixexponentialfunktion Teil IT)
(a) Berechnen Sie expA fiir eine Diagonalmatrix A.

(b) Wie kann man expA fiir eine diagonalisierbare Matrix bestimmen?

5 0 -4
(c) Berechnen Sie expAfirA:=| 0 -1 O
-4 0 5

(d) Zeigen Sie detexpA = exptrA fiir diagonalisierbare Matrizen A.
(e) Zeigen Sie: ist A schiefsymmetrisch, dann ist exp A orthogonal.

Losung:
A
(@) SeiA= . Dann gilt
A

00 lll(
k=0 T exp Aq

expA= .
0 2 exp A,
k=0 k!

(b) Sei A diagonalisierbar. Dann gibt es eine invertierbare Matrix S und eine Diagonalmatrix D, so dass A= S™!DS gilt.
Es folgt

A= (S7'DS)(S7IDS)---(S7'DS) =S"'D(SS)D(SS7')---DS = ST Dks.

k Faktoren

Wir folgern fiir die Expontentialabbildung

.Ak i% 1DkS)= (i

k=0 k=0

expA= Dk) =S texp(D)S.

»
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(c) Wir diagonalisieren die Matrix A. Das charakteristische Polynom
paAA)=(-1-2)A-2A)(9-21)

hat die Nullstellen A; = —1, A, =1 und A3 = 9. Wir berechnen jeweils einen normierten Eigenvektor (wir normie-
ren, da uns das das spétere Invertieren von S vereinfacht). Wir erhalten

) L Ly
v = , Uy =— , Vg =—
1 0 2 \/E 1 3 \/E 1
Die Transformationsmatrix S konnen wir also durch Transponieren invertieren und wir erhalten
1 1
0 %5 &5 (1) 1 (1) -1 0 0
S7'AS =D, wobei S=|1 0 O |, s'=(5% O % [, D=|0 1 0
0 % —% = 0 -+ 0 0 9
2 V2 V2 V2
Nach Aufgabenteil (a) und (b) bestimmen wir die Exponentialabbildung zu
0 % % el 0 0 0 1 O 1 (et e 0 e—¢°
expA=Sexp(D)S'!=|1 0 0 0 ¢ o||lm 0 & |= 5| 0 21 0
1 1 9 1 1 _ 9 9
0 %5 T 0 0 e = 0 -7 e—e 0 e+te

(d) SeiA diagonalisierbar. Dann gibt es eine invertierbare Matrix S und eine Diagonalmatrix D, so dass A= S™!DS gilt.
Bezeichnen A,... A, die Eintrage in D, erhalten wir daher mit (a) und (b)

detexpA = det(S ' exp(D)S) = detexpD = l_[ exp(A,) = exp (Z )Lk) =exptrD = exptrA.
k=1 k=1

Dabei haben wir verwendet, dass dhnliche Matrizen die gleiche Spur haben.

(e) A ist schiefsymmetrisch, also AT = —A. Insbesondere vertauschen A und AT. Wegen (A)T = (AT)* gilt auch
exp(A)T = exp(AT). Wir verwenden die Funktionalgleichung und erhalten

exp(A) exp(A) = exp(A) exp(AT) = exp(A+AT) = exp(A—A) =E,,

was eine der moglichen Bedingungen fiir Orthogonalitat ist.

Die Aussagen, in denen wir Diagonalisierbarkeit vorausgesetzt haben, gelten mit einer kleinen Anpassung auch fiir nicht

diagonalisierbare Matrizen. Zeigen Sie diese Behauptung als Klausurvorbereitung, wenn Sie in der Vorlesung die Jordan-
Normalform behandelt haben.

Aufgabe H3 (Adjungierter Operator)
(a) SeienA,B: V — V lineare Abbildungen zwischen unitiren (nicht notwendigerweise endlichdimensionalen) Vektor-
rdumen. Wir bezeichnen mit A* die zu A adjungierte Abbildung. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
i. A=A
ii. Wenn A invertierbar ist, dann ist es auch A*. In diesem Fall gilt (A*)~! = (A~1)*.
iii. (A+B)* =A*+B*.
iv. Mit A € C gilt (AA)* = AA*.

v. (AB)" =B*A*.
vi. ker(A*) = (im A)*.
(b) Sei

S: 0% -2, (x1,%5,...) = (0,x1,X5,...)
der Rechtsshift. Bestimmen Sie S* sowie die Eigenwerte beider Abbildungen.
Losung: Wir werden oft benutzen, dass fiir zwei lineare Abbildungen A, B gilt
(Ax,y)=(Bx,y) Vx,yeV = ((A—B)x,y)=0 Vx,yeV
= (A—B)x,(A—B)x)=0 VxeV

= (A—B)x=0 VxeV
— A=B

()




(@) i. Furalle x,y eV gilt

(A"x,y) = (y,A%x) = (A'y,x) = (x,A"y) = (Ax,y) .

Die Behauptung folgt mit (x).
ii. Firalle x,y €V gilt

<A*(A_1)*x,y> = (Ay,(A")*x) = (A Ay, x) = (x,y).

Mit (x) folgt A*(A~1)* = id. Durch Vertauschen von A~ und A folgt die Behauptung.
iii. Firalle x,y €V gilt

((A+B)x,y) = ((A+B)y,x) = (Ay,x) + (By,x) = (A'x,y) + (B*x,y) = (A" +B*)x,y).

Die Behauptung folgt mit (x).
iv. Flir alle x,y € V und A € C gilt

Die Behauptung folgt mit (x).
v. Firalle x,y €V gilt

((AB)'x,y) = ((AB)y,x) = (By,Ax) = (y,B*A*x) = (B"A’x, y ) .
Die Behauptung folgt mit (x).
vi. Es gilt
x €ker(A") & 0= (A"x,y) = (x,Ay) VyeV < xe(imA)*.

(b) Wir berechnen

[0 9)
(Sx,y) = inyH—I'
i=1
Setzen wir also S*: €2 — €2, (¥;)ien = (¥it1)ien, dann gilt

(8x,y) =(x,5"y)

fiir alle x, y € V. Wir sehen also, dass S* der Linksshift aus Aufgabe G3 von Ubungsblatt 4 ist. Dort haben wir auch
gezeigt, dass jedes A € C ein Eigenwert von S* ist (wenn Sie sich nicht erinnern, zeigen Sie diese Aussage erneut!).

Fiir die Eigenwerte von S betrachten wir
S(x)ien = Axien < (0,x9,X5,...) = AXq, X3, X3,...).

Insbesondere folgt Ax; = 0. Ist A = 0, dann folgt auch x; = Ax, = 0 und induktiv x, = O fiir alle n € N. Der

Nullvektor kann aber nie ein Eigenvektor sein, so dass wir A # 0 schliefen.

Andererseits folgt fiir A # 0 bereits x; = 0. Daraus folgern wir +x; = x, = 0 und induktiv x,, = O fiir alle n € N.

A
Wiederum finden wir keinen Eigenvektor.
Insgesamt sehen wir, dass S keine Eigenwerte oder Eigenvektoren hat.




