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Aufgabe G1 (Minitest: ohne Benutzung des Skripts und innerhalb von 10 Minuten!)
Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

X Ein normierter Raum ist immer auch ein metrischer Raum.

Ein metrischer Raum ist immer auch ein normierter Raum.

Ein euklidischer Raum ist immer auch ein metrischer Raum.

Ein normierter Raum ist immer auch ein euklidischer Raum.

Isometrien sind immer invertierbar.

Isometrien sind immer injektiv.

Isometrien konnen 0 als Eigenwert haben.

Orthogonale Projektionen sind Isometrien.

Isometrien endlichdimensionaler Riume bilden Orthonormalbasen auf Orthonormalbasen ab.
Hintereinanderausfithrungen von Isometrien sind Isometrien.

Langenerhaltende Abbildungen erhalten auch Winkel.

O X OOXDODOX O

Winkelerhaltende Abbildungen erhalten auch Langen.

Aufgabe G2 (Zum Aufwirmen: Isometrien und Orthonormalbasen)
(a) Bestimmen Sie alle abstandserhaltenden Abbildungen ¢: R — R, also alle Abbildungen ¢: R — R, die fiir alle
x,y € R die Bedingung |p(x) — ¢(¥)| = |x — y| erfiillen.
Tipp: Untersuchen Sie erst den Fall ¢(0) = 0 und fithren Sie dann ¢(0) # 0 auf diesen Fall zuriick.
(b) Zeigen oder widerlegen Sie: Isometrien ¢ : V — V sind surjektiv.
(c) Seien m,n € N mit n < m und sei A€ R™" eine Matrix mit den Spalten (b;,..., b,). Zeigen Sie die Aquivalenz der
folgenden Aussagen:
i. ATA=E,.
ii. (bq,...,b,) bildet ein Orthonormalsystem beziiglich des Standardskalarprodukts.
Losung:
(a) Ist ¢(0) = 0, dann folgt |¢(x)| = |x|, also ¢ = £id. Ansonsten setzen wir ¢(x) := ¢(x) — ¢(0), folgern wieder
@) = |p(x) — ¢(0)] = |x — 0| = |x| (denn es ist $(0) = 0) und daher gilt p(x) = £x + ¢(0).
(b) Diese Aussage ist falsch: im Raum ¢2(N, C) ist die lineare Abbildung

S: f3(N,C) — (3(N, C), (ag,a;,as,...) —(0,a4,ay,-..)

ein Beispiel. Sie ist nicht surjektiv, denn es ist (1,0,0,...) &€ im S. Sie ist aber isometrisch, denn es gilt

o0

(S(@)nens S(budpen) =0+ D a;b; = > a;b; = {(@p)ners (bpdnen) -
i=0

i=0




(c¢) An der Stelle (ij) der Matrix ATA steht das Skalarprodukt der i-ten Spalte mit der j-ten Spalte von A. Es ist also

ATA = E, genau dann, wenn <bl-, b j> = 0;; gilt, also genau dann, wenn (b,,..., b,) ein Orthonormalsystem ist.

Aufgabe G3 (Isometrien sind linear, Teil I)
(a) Sei V ein euklidischer Raum. Zeigen Sie, dass es zu je zwei Punkten x,y € V einen eindeutig bestimmten Punkt
m(x,y) gibt, der

1
d(X, m(x:.y)) = d(.y’ m(x’.y)) = Ed(x:y)

erfiillt. Dieser heif3t Mittelpunkt von x und y.

Tipp: Skizzieren Sie sich die Menge M := {z € V : d(x,2z) = d(y,z)} und benutzen Sie den Satz von Pythagoras.
(b) Sei W ein Vektorraum und sei d: W x W — R definiert durch d(x,y) :=1— 6Xy. Zeigen Sie, dass d eine Metrik

ist und dass es in (W, d) keinen eindeutig bestimmten Mittelpunkt zwischen zwei Punkten x # y gibt. Was ist mit

x=y?

Erinnerung: Eine Metrik auf V ist eine positiv definite, symmetrische Abbildung d: V x V — V, welche die Drei-

ecksungleichung erfiillt. Schlagen Sie diese Begriffe nach, wenn Sie sie noch nicht kénnen!

Losung:

T

(a) Die Existenz eines solchen Punktes ist klar: wir setzen m(x,y) := %(x + y). Dann gilt offenbar

1 1 1 1
d(x,m(x,y)) = ' 53X~ EyH = Ed(x,y) = Hy - E(x +y)H =d(y,m(x,y)).

Eindeutigkeit, Variante 1: Wir iiberlegen uns zunéchst, dass
MC{zeV : (z—m(x,y),x—y) =0}

gilt.
Sei z € M. Dann gilt
lx =zl = lly —2l> <= llxIl> = Iy I* = 2({z,%) = (z,¥))-

Daraus folgern wir
1 1 5 5
(z=m(x,y)x = y) = @x) = (2,y) + 5 (y =x,y+x) = SUxlE = IyIP+ (y =x,y +x)) =o0.
Laut dem Satz von Pythagoras ist dann
21 2 2 2 2
d(m(x, y),x) =Zd(x,y) =d(x,2)” =d(z,m(x,y))" +d(m(x,y),x)".

Aus der Gleichung kénnen wir also d(z,m(x,y)) = 0 folgern, wegen der Definitheit der Metrik d ist also
z = m(x,y). Das zeigt die Eindeutigkeit des Mittelpunkts.




Eindeutigkeit, Variante 2: Sei z € M. Die Dreiecksungleichung besagt
llx =zl +llz = ¥l = [lx = ¥lI.

Nach Tutoriumsaufgabe T4 von Tutoriumsblatt 7 gilt hier genau dann Gleichheit, wenn (x —2z) und (z — y) die
Bedingung

(x—2)=Az-y) ()

mit einem A > 0 erfiillen oder z—y = 0 gilt. Der zweite Fall ist trivial, denn dann ist z = y und damit wegen ()
auch z = x. Ist A = 0, dann folgt x = z und daher auch y = z. Ansonsten folgt aus ||x—z|| = ||z—y|| = %le—yll
wegen (x) sogar |A| = A = 1. Damit erhalten wir

(r=2)=(-y) = 5= (et 1) =m(xy),

Der Mittelpunkt ist also eindeutig.

(b) Esist klar, dass d eine Metrik ist (oder man rechnet es schnell nach: Symmetrie und Definitheit sind trivial und die
Dreiecksungleichung zeigt man durch Fallunterscheidung).

Gilt x # y, dann folgt aus der Mittelpunktsbedingung

1 1
d(x: m(X,.Y)) = d(.)’, m(X,.Y)) = Ed(xay) = 5,

was aber von keinem m(x, y) erfiillt werden kann (es ist d(v,w) € {0, 1} fiir alle v,w € W). Im Fall x = y folgt
d(x,m(x,y)) =0, also m(x,y) = x = y. Es gibt also nur in diesem Trivialfall einen Mittelpunkt.

Aufgabe G4 (Der Satz vom Fuf3ball)

Betrachten Sie ein Fullballspiel, das in zwei Halbzeiten von je 90 Minuten zwischen zwei Mannschaften ausgetragen
wird. Auf dem Spielfeld gibt es einen AnstoRpunkt, auf den zu Beginn jeder der beiden Halbzeiten ein perfekt runder
Ful3ball aufgelegt wird.

Zeigen Sie den Satz vom Fufsball: Es gibt zwei Punkte auf dem Fuf3ball, die zu Spielbeginn und zur Halbzeit genau an der
gleichen Stelle liegen.

Tipp: Was hat das mit Eigenwerten von Abbildungen aus SO(3) zu tun?

Losung: Vergleichen wir den Ball zu Spielbeginn und zur Halbzeit, dann sehen wir, dass auf ihn eine Abbildung A € SO(3)
angewendet wurde. Der Satz vom Fuf3ball bedeutet also, dass A den Eigenwert 1 haben muss: dann gibt es einen Punkt
v auf dem Ful3ball, so dass Av = v und A(—v) = —v gilt. Die Punkte v und —v sind also zu Spielbeginn und zur Halbzeit
an der gleichen Stelle.

Da das charakteristische Polynom von A Grad 3 hat, besitzt A auf jeden Fall einen reellen Eigenwert. Es ist nicht moglich,
dass A genau zwei reelle Eigenwerte hat: ist A € R ein Eigenwert, dann auch A € R. Es gibt also zwei Fille.

Fall 1: A hat drei reelle Eigenwerte. Da A orthogonal ist, muss jeder Eigenwert entweder 1 oder —1 sein. Waren alle drei
Eigenwerte —1, dann folgte detA = (—1)® = —1, also A & SO(3), ein Widerspruch.

Fall 2: A hat genau einen reellen Eigenwert. Sind A, A, die beiden nicht reellen Eigenwerte, dann gilt A, = A_l, also
A1+ A, =|A;]% = 1. Der reelle Eigenwert kann nur 1 oder —1 sein, da A orthogonal ist. Wire er —1, dann folgte

detA= A A4 = 1A, - (1) =1-(=1) =(-1),

also A & SO(3), ein Widerspruch.

In beiden Fillen hat A also den Eigenwert 1, was den Satz vom Ful3ball zeigt.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Satz von Thales)
Sei E ein zweidimensionaler euklidischer Raum, p € E und r > 0. Bezeichne

0B.(p):={x€E : ||x—pl=r}

den Kreis um p vom Radius r. Zeigen Sie den Satz von Thales: Seien a, b, c € dB,(p) drei verschiedene Punkte, so dass p
auf der Strecke von a nach b liegt. Dann stehen die Strecken von ¢ nach a und von ¢ nach b senkrecht aufeinander.
Fertigen Sie dafiir zuné4chst eine Skizze an.




Losung: Bezeichne p den Mittelpunkt zwischen a und b. Insbesondere gilt p — b = a — p, so dass wir
b—c=(p-c)-(p-b)=(p-c)-(a—p) sowie a—c=(p-c)—(p—a) Q)
folgern konnen. Da alle Punkte auf dem Kreis liegen, gilt auch

lp—all=llp=bll=lp—cll=r

C

Variante 1: Wir berechnen

(a=c,b—c)=((p-c)-(p-a)(p—c)—(a—p))
=r*—(p—a,p—c)—{a—p,p—c)—r?

=(p—c,(a—p)+(p—a))=0.
Variante 2: Wir setzen v :=p —c und w := b — p. Dann gilt nach (x)
v+w=>b—c und v-—w=a-—c
und mit Tutoriumsaufgabe T4 von Tutoriumsblatt 8 folgt
b—cla—c < |lp—cll=Ib-npl,
was zu zeigen war.

Aufgabe H2 (Isometrien sind linear, Teil II)
Sei f : V — V eine Isometrie des euklidischen Raums V. Zeigen Sie, dass f linear ist, wenn f(0) = 0 gilt.
Anleitung:

(a) Zeigen Sie, dass ||f (x) — f(¥)I| = ||x — y|| fiir alle x, y € V gilt und folgern Sie, dass f stetig ist.

(b) Zeigen Sie, dass f Mittelpunkte respektiert, also dass f (m(x,y)) = m(f (x), f (y)) fir alle x,y € V gilt.

(c) Zeigen Sie f(2Fx) = 2%f(x) fiir alle k € Z und x € V und folgern Sie die Additivitit von f.

(d) Zeigen Sie f(—x) = —f(x) fiir alle x € V.

(e) Zeigen Sie f(nx) =nf(x) fiir alle n € Z und f (qx) = qf (x) fiir alle rationalen Zahlen der Form zﬂk und alle x € V.

() Benutzen Sie die Stetigkeit von f, um die Linearitét zu erhalten.

Losung:

(a) Esist

I1f G = FOIIP =11 COIZ =2 (£ (), £ () +IFOIIP = llxl® =2 (x, ) + Iy II* = (x =y, x = y) = llx — ¥

Damit folgt sofort die Stetigkeit, etwa durch das £-6-Kriterium mit 6 :=&.
(b) Wir berechnen

1 1
d(f (m(x, y)), f (x)) = d(m(x, y), x) = Sd(x,y) = 2d(f (x), £ (¥))-

Durch vertauschen von x und y erhalten wir genauso d(f (m(x,y)), f(y)) = %d(f (), f ().
Aus der Eindeutigkeit des Mittelpunkts folgt dann die Behauptung.




(c) Fiir y = 0 folgt fiir alle x € V aus der Mittelpunktsbedingung

1 _ 1 (x)
f 2x - 2f X),
was natiirlich dquivalent zu
1
flx)=2f (EX )

ist, und daher f(2y) = 2f(y) fiir alle y € V (dabei haben wir f(0) = 0 benutzt!). Induktiv erhalten wir f (2kx) =
2kf (x) fiir alle x € V, k € Z. Die Additivitit erhalten wir dann durch

Pl y) =5 (x+29)) = U0+ £ = SCF)+2£ (00 = FG)+ (),

(d) Wir setzen in die Additivitdt ein 0 = f(0) = f(x — x) = f(x) + f(—x).

(e) Durch die Additivitat erhalten wir induktiv f(mx) = mf(x) fiir m € N und mit f(—x) = —f(x) sogar fiir alle
m € Z. Unter Benutzung von (c) folgt

_ — © -
Flg)=f (m(27%x)) =mf(27*x) = m27*F (x) = qf (x).
(f) Sei nun A € R. Fiir jedes k € Z konnen wir ein m(k) € Z finden, so dass fiir A, := m(k)27* die Bedingung

A — Ax| < 27K erfiillt ist und insbesondere A, gegen A konvergiert. Beispielsweise konnen wir m(k) := [2%A]
wihlen, denn dann ist

1 [2A]] 1 L L
|A—)Lk|<§ = [A— o <§ = |2"A—2"A]| < 1,
und die letzte Ungleichung ist Klar.
Damit folgt schliel3lich
FOx) = f ( Jim Akx) S fim () € Jim 2, () = A£ ()

Gemeinsam mit der Additivitét aus (c) folgt, dass f linear ist.

Aufgabe H3 (Harmonische Analysis)
Aus der Vorlesung Analysis wissen Sie, dass die Reihe

konvergiert (woraus folgt das?). In dieser Aufgabe benutzen wir Methoden der linearen Algebra, um den konkreten Wert
dieser Reihe zu bestimmen.
Sei f: [0,1] — R gegeben durch

[N

<
<x<

fo = {1_1

0<x
1
2
und sei f : R — R die periodische Fortsetzung von f auf ganz R. Bezeichne 7, die Projektion auf dem Raum

n
J, :=span {T =yl +Z AV + ﬁkwk}
k=1
der trigonometrischen Polynome vom Grad < n, wobei

vi(x) = cos(2mkx) und wy(x) =sin(2wkx) fir k e NU {0}

seien (siehe auch Seite 204 im Skript).




(a) Skizzieren oder plotten Sie f im Intervall [—2,2] und lassen Sie ggf. Platz in der Skizze, um spater 7t5(f ) einzufii-
gen.

(b) Berechnen Sie 7ty (f) fiir beliebiges N € N. Das Integral einer stiickweise stetigen Funktion verstehen wir dabei als
Summe der Integrale iiber die stetigen Abschnitte.

(c) Fiigen Sie m5(f) in ihre Skizze (oder den Plot) aus (a) ein.

(d) Man kann zeigen, dass 7y (f) fiir N — oo in allen Punkten x € (0, %) gegen f konvergiert. Nutzen Sie diese
Erkenntnis, um den Reihenwert der unendlichen Reihe

zu berechnen.

Losung:
(a) Siehe (0).

(b) Es sind die Koeffizienten a; und f3; zu berechnen. Da x — cos(2mkx) achsensymmetrisch zu x = % ist, gilt

1

1 1 1 1
Eak = f f(x)cos(2mkx) dx = J cos(2mkx) dx — f cos(2mkx) dx = 0.
0 0 1

1
2
Andererseits ist x — sin(27kx) punktsymmetrisch zu x = %, so dass

1 2 v _ 1 1 .
—Br = sin(2kx) dx — | sin(2mwkx) dx =2 sin(2rtkx) dx = —(1 — cos(km)) = — (1 + (=1 )
2 0 1 0 km km

folgt.
Insgesamt folgern wir

2201 4 (—1)k?
Ton—1(f)(x) = p Z % sin(2mkx)

k=1

2N -1

4 1 1
=— (sin(Zrcx) + 3 sin(67x) + s sin(107tx) +...+ sin(27(2N — 1)x))
oL

4y, 1
=— Z sin(2m(2k — 1)x).
& 2k—1

(c) Hier der Plot mit der Fourierapproximation:




(d) Laut der Aufgabe gilt f (i) = limy_o 7y (f) (i) Auflerdem ist sin ((Zk - 1)%) = (=1)**! und daher kénnen
wir berechnen:

Daraus folgern wir




