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Aufgabe G1 (Minitest)
Sei V ein euklidischer oder unitédrer Vektorraum. Sei weiterhin 7w: V — V die orthogonale Projektion auf den endlichdi-
mensionalen Unterraum U < V. Welche der folgenden Aussagen gelten fiir alle u € U und v, v;,v, € V?

O m ist injektiv.

7 ist ein Isomorphismus.

Wenn v; senkrecht auf v, steht, dann stehen auch 7(v;) und 7(v,) senkrecht aufeinander.
Izl = llvll.

m(v) =v.

Es existiert ein n € N, so dass " = id gilt.
7 ist nilpotent.

7 ist invertierbar.

7 kann negative Eigenwerte haben.

7t(v) steht senkrecht auf v.

7t(u) steht senkrecht auf u.

7(v) steht senkrecht auf u.

7t(u) steht senkrecht auf v.
kermrUimt=V.

kertNim 7 = 0.

dimker 7 < dimim 7.

O 0Oo0o0OoOooooobooooooao o

dimker 7 > dimim 7.
O dimkern =dimim 7.
Losung: Alle Aussagen sind falsch.

Aufgabe G2 (Isometrien)
Eine Abbildung ¢ : V — W zwischen euklidischen oder unitdren Vektorraumen heif3t Isometrie, falls fiir alle x,y € V die
Gleichung

(), 0(0) = (x,¥)

erfiillt ist.
Zeigen Sie, dass fiir eine lineare Abbildung ¢ : V — W &dquivalent sind:

(a) o ist eine Isometrie.




®) ()]l = ||x]| fir alle x € V.
© llelx)— eIl =llx —yll fur alle x,y € V.
Tipp: Polarisierungsgleichung.
Losung:
(a) = (b) Folgt sofort fiir x = y.
(b) = (c) Wir setzen in ||¢(2)|| = ||z|| einfach z := x — y ein und benutzen die Linearitét von ¢.
(c) = (a) Wir setzen die Polarisierungsgleichung ein und erhalten

4 (000, 0) 2 o) = 9 (=3I = lp () = eI + il (x0) = o (=i = illp(x) — @ (i)

© . . . .
=l + 1P =[x = I+ illx + iy |* — illx — iy

Pg'4(x,y>.

Aufgabe G3 (Diagonalisierung von orthogonalen Projektionen)
Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitdrer Vektorraum und sei 7w: V — V die orthogonale Projektion auf
ucv.
(a) Zeigen Sie, dass  nur die Eigenwerte 0 und 1 hat.
(b) Beweisen oder widerlegen Sie:
* Es gibt orthogonale Projektionen, die nur 1 als Eigenwert haben.
* Es gibt orthogonale Projektionen, die nur 0 als Eigenwert haben.

(c) Zeigen Sie, dass es eine Basis B von V gibt, beziiglich der = die Matrixdarstellung

_(E O
[ﬂ]ﬁ - (0 0)
hat. Dabei sei k = dimim 7 und E; die k X k-Einheitsmatrix.
(d) Zeigen Sie, dass jede orthogonale Projektion diagonalisierbar ist.

Losung:

(a) Sei A ein Eigenwert von 7t mit zugehorigem Eigenvektor x. Dann gilt w(x) = Ax. Auf diese Gleichung wenden wir
wiederum 7 an und erhalten A%x = n2(x) = n(x) = Ax. Da x # 0 ist, muss A% = A gelten. Die einzigen Losungen
dieser Gleichung sind O und 1.

(b) Beide Aussagen sind wahr. Sind alle Eigenwerte 1, erhdlt man die orthogonale Projektion idy,. Sind alle Eigenwerte
0, erhélt man die Nullabbildung, die natiirlich auch eine orthogonale Projektion ist.

(¢) EsistV =kern®im 7 und im 7 = U steht senkrecht auf UL = ker 7z. Wir wihlen uns eine Basis (v1,..., 1) von U.
Diese erginzen wir mit Vektoren vy, ..., v, € UL. Dann gilt 7(v;) = v; fiir 1 <i < k und n(v;)=0firk <j<n.
Daher hat 7 beziiglich dieser Basis genau die geforderte Matrixdarstellung.

(d) Das folgt trivialerweise aus (c).

Aufgabe G4 (Skalarprodukte)
(a) Seienay,...,a, € R positive Zahlen. Zeigen Sie, dass

() (B7) >

gilt.
(b) Sei V ein Vektorraum, B = (b4,..., b,) eine Basis von V und f : V X V — R eine Bilinearform. Weiter sei
agy ay, f(blabl) e f(blxbn)
A= =] :
Apy " App f(bn’bl) f(bn:bn)

Zeigen Sie, dass A die Strukturmatrix der Bilinearform f ist, das heift, fiir beliebige Vektoren x,y € V beziiglich
der Basis B gilt

flx,y)=x"Ay.

Bestimmen Sie die Strukturmatrix des Standardskalarproduktes beziiglich der Standardbasis.




(c) SeiK der Korper der reellen oder der komplexen Zahlen. Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitarer
Vektorraum tiber K. Zeigen Sie, dass zu jeder linearen Abbildung f: V — K ein Vektor a € V existiert mit f(x) =
(x,a) fir alle x € V.

Losung:

(a) Setzenwir x =(ay,...,a,)" € R"und y =(a;',...,a;")" €R", dann folgt die Behauptung sofort aus der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung.

(b) Seix,y €V beliebig. Es gelte x = >, x;b; und y = 3;._, y;b;. Daraus folgt mit Hilfe der Bilinearitit

n

fle,y)=f (ixibbzn:yjbj) zixiiyjf(bi’bj)zixizaijyjZXTA.y'
i=1 j=1 1 =1

i= i=1 =1

Fiir das Standardskalarprodukt gilt (e;, ej> = 0;; und folglich ist die Einheitsmatrix die Strukturmatrix des Stan-
dardskalarproduktes beziiglich der Standardbasis.

(c) Der Raum V besitzt eine Orthonormalbasis B := (by, ..., b,). Fiir einen Vektor x € V gilt x = Z;‘l=1<x’ b;)b;. Wir
erhalten

fe)=f (Z(x, b,~>b,~) = 0, b)f (b)) =D F(b;)(x, by) = <x,Zf(bj)b,~>,

j=1 j=1 j=1 j=1

woraus zu ersehen ist, dass a := Z?:l f(b;)b; der gesuchte Vektor ist.




Hausiibung

Aufgabe H1 (Orthogonale Zerlegung)
Betrachte den euklidischen Vektorraum M, (R) aller n x n-Matrizen mit Spur-Skalarprodukt (A, B) := tr(BTA). Bezeichne

mit

U, :={AeM,(R)|AT =A} cM,(R) und U_:={BeM,(R)|B"=-B}

die Teilmengen der symmetrischen beziehungsweise schiefsymmetrischen Matrizen.

(@
b)
(0

D
Tipp:

Zeigen Sie, dass U, und U_ lineare Teilriume sind und (U,)* = U_ erfiillen.
Welche Dimension haben die Rdéume U, und U_?

Zeigen Sie, dass sich jede Matrix A € M, (R) eindeutig als Summe einer symmetrischen und einer schiefsymmetri-
schen Matrix schreiben lasst.

Bestimmen Sie die orthogonalen Projektionen 7, auf U, und n_ auf U_.

Induktiv lasst sich leicht ZZ:I k= %n(n + 1) zeigen.

Loésung: Es gilt

(@

(b)

(o)

(d)

(A,B) = tr(BTA) = tr((B"A)") = tr(A"B) = r(BAT) = (A", B").

Die Nullmatrix ist sowohl symmetrisch als auch schiefsymmetrisch. Es ist einfach zu zeigen, dass Summen und
Vielfache von symmetrischen (schiefsymmetrischen) Matrizen wieder symmetrisch (schiefsymmetrisch) sind.

Fiir die Orthogonalititsbedingung sei A€ U, und B € U_. Dann ist
(A,B) = (A",B") = —(A,B),

also (A,B) = 0 und es ist B € (U, )*. Wir folgern U_ C (U, )". Fiir die andere Inklusion sei A € (U,.)*, also (4,B) =0
fiir alle B € U,.. Dann folgt fiir alle Matrizen X € M,,(R)

(A+A",X) = (AX)+ (AT, X) =(AX)+ (AX") = (AX +X") =0,

denn die Matrix X + X7 ist symmetrisch. Da das Skalarprodukt positiv definit ist, muss A+ AT = 0 gelten, also
A€ U_. Wir folgern (U,)* € U_, insgesamt gilt damit (U, ) = U_.

Sei A € U,. Aus AT = A erkennen wir a;; = aj; fir alle 1 < i, j < n. Alle Eintrdge der Matrix sind also durch die
Wahl der Eintrdge im oberen rechten Dreieck der Matrix einschliel3lich der Diagonalen bestimmt:
a;;p Az ot Qg
A1z dpp vt dop
A=
Qi Ao " Qpp

Wir kénnen also in der ersten Zeile n Eintrdge wahlen, in der zweiten Zeile n — 1 Eintrdge und so weiter. Daher ist
. 1
dimU, =n+(n—-1)+...+1= En(n-i—l).

Fiir U_ gehen wir genauso vor. Hier ist allerdings a;; = —a;;, also a;; = O fiir alle 1 < i < n. Wir konnen also in der
ersten Zeile n — 1 Eintrdge wéhlen, in der zweiten Zeile n — 2 Eintrage und so weiter. Es folgt

1
dimU_:(n—1)+(n—2)+...+1:En(n+1)—n.

Insbesondere gilt dim M,(R) = n? = %n(n + 1)+ %n(n +1)—n=dimU, +dimU_.

Da die beiden Rédume orthogonal zueinander sind, gilt M,(R) = U, ® U_. Es existiert also zu jeder Matrix die
geforderte Zerlegung.

Um die Zerlegung A=A, +A_ mit A, € U, zu erhalten, 16sen wir die Gleichungen
A=A, +A_. und A'=A,+A ) =A,-A_

nach A, auf und erhalten A = %(A +AT) + %(A —AT). Daraus lesen wir 7, (A) = %(A +AT) und n_(A) = %(A - AT
ab.




Aufgabe H2 (Numerische Approximation)
Sei V := €([0,1]) der Raum der stetigen Funktionen f: [0,1] — R und U := span{1, x} der Unterraum der Polynome
vom Grad hochstens 1. Wir statten V mit dem Skalarprodukt

1
(f(x), 8(x)) :=J f(x)g(x) dx
0

aus. In dieser Aufgabe finden wir eine gute Naherung fiir die Funktion x — e*.
(a) Welche Dimension haben die Rdume U und V?
(b) Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von U.

(c) Benutzen Sie die Approximationseigenschaft der Orthogonalprojektion, um die optimale Ndherung g(x) fiir e* zu
berechnen.

(d) Skizzieren oder plotten Sie die Funktionen e* und g(x) in einem Koordinatensystem.
Beachten Sie, dass wir fiir die Bestimmung von g(x) keine Differentialrechnung verwendet haben.
Tipp: Es ist fol xe¥ dx =1.
Losung: Wir werden in dieser Aufgabe oft Skalarprodukte berechnen. Wegen der Linearitét reicht uns die Berechnung
von

1 1 1
(1,1)=f ldx=1 (1,x)=f xdx ==
0 0 2
1 1
1
(x,x):f x2dx == (1,e"):f efdx=e—1
0 3 0
1 1 1 1
X X\ _ 2x —_ 2 _ = X\ _ X —
(e¥, ey =] e dx=—e (x,e*)=| xe¥dx=1
0 2 2 0

aus, um alle auftretenden Produkte zu bestimmen.

(a) U hat natiirlich Dimension 2, da 1 und x linear unabhéngig sind. Die Dimension von V ist unendlich, denn es ist
insbesondere x* € V fiir alle k € N, und diese Vektoren sind auch alle linear unabhingig.

(b) Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert uns

Ul == 1
1
x—{x,1)1 1 1 ~2
= = —— - — 1 —(1,1 = 2x —1).
O =i G M CERCUATTUS) IRLECD
(c) Wir bestimmen die Darstellung g(x) = 4,14 A,(v/3(2x — 1)), wobei A; = (e, v;).

Es ist
A=(e51)=e—1 und A, =(v3(2x—1),e*) =2v3(x,e) - V3(e*,1) =2vV3 - (e~ 1)vV3=3(3—e).
Die beste Naherung ist also

gx)=(e—1)+3(8—e)(2x —1) =(18 — 6¢e)x + 4e — 10.

2.8

(d) Die Skizze der beiden Funktionen sieht so aus:

e)(

26F

2.4F

2.2F

2+

1.8

161

141

1.2

1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1




Aufgabe H3 (Spiegelung an einer Hyperebene)
Sei V ein endlich-dimensionaler, euklidischer Vektorraum und v € V ein Einheitsvektor. Betrachten Sie die lineare Abbil-

dung
g, VoV, x—x—2(x,v)v.
Zeigen Sie:
(a) Die Abbildung o, ist eine bijektive Isometrie.
(b) Der von v aufgespannte Teilraum Rv ist der Eigenraum von o, zum Eigenwert —1 und sein Orthogonalraum der

Eigenraum zum Eigenwert 1.

Seien nun v,w € V zwei Einheitsvektoren. Bezeichne U den von v und w aufgespannten linearen Teilraum. Betrachten
Sie die linearen Abbildungen o, und o,,. Zeigen Sie:

(o)
(d)
(e)

Der Teilraum U ist o ,-invariant und o, -invariant, d.h. es gilt ¢,(U) € U und o, (U) C U.
Fiir alle x € U* gilt o ,(x) = x = 0, (x).
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i. Die Vektoren v und w sind linear abhéingig oder orthogonal zueinander.

ii. Die Abbildungen o, und o,, kommutieren, d.h. 0,00, =0,00,.

Losung:

(@

(b)

(0

(d

(e)

Die Abbildung ist bijektiv, denn es ist
(g,00,)x)=0,(x=2{(x,v)v)=x—-2(x,v)v—2(x,v) (v —2(v,V) V) =x.
Sie ist isometrisch, denn fiir alle x;,x, € V gilt

(0,(x1),0,(x3)) = (x1 —2(x1,v) v,x3 — 2 (x5, V) V)
= (x1,x9) —2(x1, ) (x5, 0) =2 (x1,v) (v, x3) + 4 {x1,v) (x5, 0) (v, V)

= (x1,X3) .

Esgilto,(v) =v—2(v,v) v = —v, d.h. U =Ry ist enthalten im Eigenraum zum Eigenwert —1. Fiir jeden Vektor
x € Ut gilt o,(x) = x — 2(x,v) v = x, d.h. U* ist enthalten im Eigenraum zum Eigenwert 1. Wegen V = U @ U+
miissen U und U+ mit dem entspr. Eigenridumen iibereinstimmen.

Es geniigt die Behauptung fiir o, zu zeigen. Fiir o,, ergibt sich die Behauptung durch Vertauschen der Rollen von
v und w. Weiter geniigt es 0,(v) € U und o,(w) € U zu zeigen, denn o, ist linear und jeder andere Vektor in U
ist eine Linearkombination von v und w.

Fiir den Vektor v gilt o,(v) = —v € U (s.0.), fiir den Vektor w gilt o ,(w) =w —2(w,v) v € U.

Auch hier geniigt es die Aussage fiir o, zu zeigen: Sei x € U™, also insbesondere (x,v) = 0 = (x,w). Dann gilt
o,(x)=x—-{(x,v)v=x.

Seien zuerst v, w linear abhingig oder orthogonal zueinander. Zum einen lasst sich direkt zeigen, dass die Abbil-
dungen vertauschen. Man kann die Behauptung jedoch auch aus bereits Gezeigtem herleiten: Wegen V = U @ U+
geniigt es die Gleichung o, o o,, = 0,, 0 0, auf U und auf U einzeln zu zeigen. Auf U+ haben wir direkt zuvor
gezeigt, dass o, und o, beide die Identitit sind, insbesondere also vertauschen. Auf U miissen wir die Gleichheit
auf den zwei Vektoren v, w nachweisen.

Sind v und w linear abhéngig, so haben wir zuvor gezeigt, dass U fiir o, 0, der Eigenraum zum Eigenwert —1
ist. Die Abbildungen sind beide also ein Vielfaches der Identitit auf diesem Teilraum. Insbesondere vertauschen sie.
Stehen v und w orthogonal zueinander, so gilt nach (b) die Identitit o,(w) = w (und umgekehrt fir v und o),
d.h. es gilt

Oy (UW(W)) = O-u(_W) =—w= O-y(_W) =0y (UU(W))
und analog fiir den Vektor v. Zusammengefasst haben wir damit die erste Implikation gezeigt.
Wir nehmen nun an, die Abbildungen o, c,, kommutieren. Fiir alle x € V gilt
(g,00,)(x)=x—=2(x,w)w =2(x,v)v+4(x,w) {w,v) v,
(opoo,)X)=x—=2(x,v)v—2{(x,w)w+4(x,v) (v,w)w.

Speziell fiir x = v folgt dann (v, w) w = (v, w)? v. Die Vektoren v, w sind also entweder orthogonal, d.h. (v, w) =0,
oder linear abhangig.




