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Aufgabe M1 (Skalarprodukt)
Es seien V ein euklidischer Vektorraum und x, y,z € V. Welche der folgenden Behauptungen sind wahr?

O (x,y)=0=>x=y

O (x,x)=0=x=0

O (x,y)>0

O (x,x)>0

O (xy)=(yx)

O (xy)=(yx)

O (x,y)=(xy)

O (x+2y)=(xy)+(z)
O (Ax,y)=A(x,y)VAeC
O (Ax,y)=2A(x,y)VA€R
O (Ax,y) =A(x,y)VA€R
O (Ax,y)=A(x,y)¥AecC

Losung: Die erste, dritte, neunte und zwolfte Behauptung sind falsch, alle anderen sind richtig.

Aufgabe M2 (Norm)

Es seien V ein euklidischer Vektorraum, x, y € V und A € R. Welche der folgenden Behauptungen sind wahr?
O |lx||>0

lloll =0

=1

x| >0Vx#0

1Al = Allxl

1Al = Allx|l

IAx]l = [Alllxl

llx + yll = llxll + 11yl

O llx+yll < llxll + 1|yl

Oo0ooOoooaoag

Losung: Die erste, dritte, flinfte und achte Behauptung sind falsch, alle anderen sind richtig.

Aufgabe M3 (Abstand)
Es seien V ein euklidischer Vektorraum, x, y,z € V und A € R. Der Abstand zwischen x und y ist definiert durch

d(x,y) = [lx =yl

Welche der folgenden Behauptungen sind wahr?




Oo0oOoooaod

d

d(x,x)>0

d(x,x)=0
d(x,y)>0Vx#y
d(Ax,y)=Ad(x,y)
d(x,y)=d(y,x)

d(x,2) <d(x,y)+d(y,z)
d(x,2)=d(x,y)+d(y,z)

Losung: Die erste, vierte und siebente Behauptung sind falsch, alle anderen sind richtig.

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Rang komplexer Matrizen)
Es sei A € M, ,(R) eine reelle Matrix und B € M,, ,(C) die Matrix mit denselben Eintrdgen wie A, aber aufgefasst als
komplexe Matrix.

(@

(b)

(o)

Zeigen Sie, dass

rank A=rank B
gilt.
Hinweis: Verwenden Sie dazu den Gauf3-Algorithmus.

Sei nun m = n und A ein reeller Eigenwert von B.

Zeigen Sie, dass A auch ein Eigenwert von A ist und dass die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten von
A bei beiden Matrizen tibereinstimmen.

Gilt die Aussage aus dem letzten Aufgabenteil auch noch, wenn man die Rollen von A und B vertauscht? Beweisen
Sie Thre Aussage.

Losung:

(a)

(b)

(0

Man erkennt leicht dass sich die Anwendung des Gauf3-Algorithmus auf die Matrizen A und B nicht unterscheidet.
In beiden Fillen subtrahiert man reelle Vielfache einer Zeile von einer anderen Zeile um Nullen zu erzeugen. Es
sind also auch bei der komplexen Matrix dieselben Operationen.

Da der Rang einer Matrix gleich der Anzahl der Zeilen ist, die am Ende des Gaul3-Algorithmus nicht Null sind, gilt
rank A=rank B.

Da die Berechnung der Determinante unabhingig davon ist, ob man die Matrix als reelle oder komplexe Matrix
betrachtet, stimmen die charakteristischen Polynome von A und B iiberein. D.h. A ist als reelle Nullstelle von Pg
auch Nullstelle von P,, also ein Eigenwert von A.

Seien d;‘ und df die geometrischen Vielfachheiten von A als Eigenwert von A bzw. B. Dann gilt wegen dem letzten
Aufgabenteil

df = dim(ker(A— AE)) =n—rank (A— AE) =n —rank (B — AE) = dim(ker(B — AE)) = df .
w.z.b.w.

Die Aussage gilt auch noch, wenn man die Rollen von A und B vertauscht. Denn da das charakteristische Polynom
von A und B gleich ist, ist jeder Eigenwert von A auch ein reeller Eigenwert von B und man kann die Aussage des
letzten Aufgabenteils anwenden.

Aufgabe G2 (Skalarprodukt)
Zeigen Sie, dass

V:={f :[0,2n] — C|f stetig }

27
(f.g) :=J f()g(o)de
0

einen unitdren Vektorraum bildet.
Bestimmen Sie das Skalarprodukt von

f(t)=cost und g(t) =sin(t).

Wie grol? ist der Winkel y zwischen f und g?




Losung: Aus der Vorlesung zur linearen Algebra 1 ist bekannt, dass alle Funktionen auf der Menge [0,27] einen
Vektorraum bilden. Da die Summe zweier stetiger Funktionen stetig ist, und auch das Produkt aus einer komplexen Zahl
und einer stetigen Funktion stetig ist, bildet V einen Untervektorraum dieses Vektorraums.

(-, ) ist ein Skalarprodukt, denn fiir alle f,g,h € V und A € C gilt:

21

27 27 27
(f+hg)= J (f+h)(t)g(t) dt = J (f(O)+h(0)g(t) dt = J f()g(e) dt+J h(t)g(t) dt = (f,g)+(h,g)
0 0 0 0

2

2n 2n
<Af,g>=J (Af)(t)@dr=f x-f(t)@dtﬂf f(Og)dt=A(f,g)
0 0 0

21

2n ar T
<f,g>=f f(t)@dmf mgmdt:f g(Of () dt=(g,f)
0 0 0

 (f.f)= foznf(t)f(t) dt = fozn |f (£)|> dt > 0, wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn f(t) =0Vt € [0,27]
ist. Es folgt also

(f,fy=0und (f,f) & f =0.

Durch partielle Integration ergibt sich

2n

2 271
f cos(t)sin(t) dt = J cos(t)sin(t) dt = [sin*(£)]5" — f cos(t)sin(t) dt
0

0 0

{cos, sin)
= [SiIlz(L‘)]%TE — {cos, sin)

= (cos,sin) = —[sin®t]2"=0.

1
2
Damit gilt fiir den gesuchten Winkel y

Re (sin, cos)
cosy =——"""""" =
"= sin |- [[cos|]

D.h. der Winkel ist y = 7.

Aufgabe G3 (Skalarprodukt)
Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Auf R? ist durch
((prz), (}’1,}’2» =X1Y1— X2)Y2

ein Skalarprodukt definiert.
(b) Auf
V = {(xq,x5,...)| x; € R, x; # 0 nur fiir endlich viele i}

wird durch

(G102 ), 0 Y2 D) = Dk,
i=1

ein Skalarprodukt definiert.
(c¢) Auf R ist durch

(x,y) = Ix|

ein Skalarprodukt definiert.




(d) Auf R[t] wird durch
min{n,m}
(ao+art+...4+a,t" bo+bit+...+bt") = Y b
i=1

ein Skalarprodukt definiert.

(e) Auf R? ist durch
(O, %20, (1, 72)) = X3 yi + %33

ein Skalarprodukt definiert.

() Auf M,(R) wird durch
(A,B) = tr (B'A)
ein Skalarprodukt definiert.

Losung:

(a) Die Aussage ist falsch, denn (-, -) ist nicht positiv definit. Z.B. gilt
((1,1),(1,1)) =1—1=0aber (1,1) #(0,0)=0.

(b) Die Aussage ist richtig, denn fiir alle (x1, xo,...), (Y1, Y2,---),(%1,%5,...) €V und A € R gilt
(Cery X, )+ (21,20, ), (V1s Y2y 2 ) = Z(Xi +2)y; = inyi ‘*‘Z%‘J’i

i=1 i=1 i=1

= <(X1’x2a---)> (J’l:}’m---)) + <(21722:---), (}’p)’z:---))

(A X, ), Y2 o)) = (A, Axg, ), (V1 Ya - D) = D AN = A DXy,
i=1 i=1
= A((Xl;xzy---):(}’1’}’2:---»
((Xl;xz,---)» (}’1,}’2,---» = in)’i = Zyixi = <(}’1,}’2,---), (X1>X2’---)>

i=1 i=1

[o¢] o0
(1, %50..0,00,20,..)) = D xxy= D x2>0
i=1 i=1

((x1,%,-..), (X1, %5,..)) =0 & inz=0(:)(x1,x2,...)=(0,0,...)=O

(c) Die Aussage ist falsch, denn (,-) ist nicht symmetrisch. Z.B. gilt
(1,0)=1#0=(0,1) .
(d) Die Aussage ist wahr, denn sie ist &quivalent zu der in Aufgabenteil (b). Dies ist der Fall, da durch
VR[],  (xq,Xy,...) = X+ Xot +x3t% + ...

ein Isomorphismus von Vektorraumen gegeben ist (Beachte, dass das Bild immer ein endl. Polynom ist, weil nur
endlich viele der x; ungleich Null sind).

Alternativ kann man auch dieselben Nachweise wie in Aufgabenteil (b) durchfiihren.
(e) Die Aussage ist falsch, denn (-, -} ist nicht bilinear. Z.B. gilt

(f) Die Aussage ist wahr, denn fiir alle A, B, C € M,(R) und A € R folgt mit Hilfe der Eigenschaften der Spur
Yy = tuBTA+C)=tr(BTA+BTC)=tr (BTA) +1tr (BYC) = (A,B) + (C,B)
Yy = twr(BTA-A))=tr(A-BTA)=A-tr BTA)=21-(4,B)
ABY = tBTA=tr (BTA) =t @AT(BN)T)=1tr (ATB) = (B,A)
) = w@A=da+aa+...+ala, = lla]l*+llayll* +... +la,lI* >0
AA=0 < |al*+llalP+...+la,/?=0<a=0Y1<i<n<A=0.

Dabei bezeichnet q; die i-te Spalte von A und || - || die Standardnorm im R".




Aufgabe G4 (Lineare Abbildungen)
Finden Sie eine lineare Abbildung ¢ : C* — C" mit " = ide» und @* # iden V1 < k < n, fiir die es eine Basis B gibt,
sodass [(p]g nur Nullen und Einsen als Eintrdge hat. Geben Sie eine solche Basis B und die zugehdrige Matrix [cp]g an.

Losung: Man wéhlt als Basis B = E = {e,,...e,} die Standardbasis und als Abbildung ¢ = ¢, mit der Matrix

00 0 01
10 0 00
A=| 01 0 00
00 0 10

Das ist gerade diejenige lineare Abbildung, fiir die

wler) =ey wle) =es, ..., ple,_1) =€y, ple,) =¢;
gilt. D.h. insbesondere ist fiir 1 <k <n
0 (e)) = ek 7 €1 = Qk#id .
Aullerdem gilt
") =eitmmodn =€ > " =

D.h. ¢ hat alle geforderten Eigenschaften und es gilt B = E und [<p]g =A
Man kann anstelle von E auch eine beliebige andere Basis verwenden und ¢ analog durch eine zyklische Vertauschung
der Basisvektoren definieren




Hausiibung

Aufgabe H1 (Einsetzabbildung)
Es sei A € M,,(K) eine Matrix. Dann nennt man die Abbildung

Einsetzabbildung.

¢ :K[t] - M,(K), p—pA)

Zeigen Sie, dass ¢ ein Homomorphismus von K-Algebren ist.
Erinnerung: ¢ ist genau dann ein Homomorphismus von K-Algebren, wenn ¢ ein Vektorraumhomomorphismus ist, fiir

den zusétzlich

gilt.

v(p-)=9(p) v(q@ Vp,qeK[t]

Losung: Seinunp =ag+a;t+...+a,t",q=by+bit+...+b,t™ €K[t] und A, u € K beliebig. Aulerdem setze ich
a; =0Vi>nund b; =0Vj>m. Dann gilt

0(Ap + uq)

Aufgabe H2 (Orthogonalitét)

(AMag+art+...+a,t")+u(by + bt +...+b,t™) (A)

(Aag + wbo + (Aay +ub))t + ... + (Apaxgum) + Wbmaxinm ™™ ) (A)
(Aag+ubo) E+ (Aay +uby) A+ ...+ (Admaxim) + Bbmaxinmy ) AW
A(aE+aA+...+a,A") + u (boE + biA+...+ b,A™) = Ap(A) + uq(A)

Ao(p) +up(q)
((ap+ajt+...+a,t")(by+bit+...+b,t™) (A)

1 2 n+m
(aobo + > abiit+ > aby 4+ D abn t“+m) (A)
0 0 0

n+m

1 2
agby E +Zaib1_iA+Zal—b2_iA2 +...+ Z @by AT
0 0 0

(agE+a;A+...+a,A") - (bg E4+ b A+...+ b, A™) = p(A)-q(A)
e(p)-¢(q).

w.z.b.w.

(a) Es sei A eine reelle m x n-Matrix.

Zeigen Sie, dass jedes Element x € kerA senkrecht auf allen Zeilenvektoren der Matrix A steht (wir verwenden
dabei das Standardskalarprodukt) und dass es keine weiteren Vektoren gibt, fiir die diese Aussage gilt.

(b) Gilt die Aussage des letzten Aufgabenteils noch, wenn man eine beliebige komplexe Matrix A betrachtet? Zeigen

Sie ihre Behauptung.

Losung:

(a) Es bezeichne a; den i-ten Zeilenvektor. Dann gilt fiir alle x € R":

Die i-te Spalte von Ax ist Null & al.Tx =0 (a;,x) =0 < x steht senkrecht auf q; .

Daraus folgt sofort, dass

gilt.

x € kerA & Ax = 0 < x steht senkrecht auf allen Zeilenvektoren von A

w.z.b.w.




(b) Fiir eine kompexe Matrix muss man dann auch das komplexe Standardskalarprodukt nehmen und die Aussage gilt
im Allgemeinen nicht mehr.

Ein mogliches Gegenbeispiel ist

denn dann gilt

<(})(—1l)>:(1 i)m:(l i)(__li)=—2i¢o.

Aufgabe H3 (dhnliche Matrizen)
Es sei A € M;5(C) eine Nilpotente Matrix.

(a) Es seiA® =0 und A? # 0. Zeigen Sie, dass dann A dhnlich zu der Matrix

o O O
O O
o = O

ist.

Gehen Sie dazu wie folgt vor.
* Zeigen Sie, es gibt einen Vektor v € C2, sodass v,Av und A%y ungleich Null sind.
* Zeigen Sie, dass fiir dieses v die Vektoren v,Av,A?v linear unabhingig sind und eine Basis von C* bilden.
» Stellen Sie die Abbildung (, in einer Basis B dar, welche aus B durch vertauschen der Vektoren entsteht.

(b) EsseiA?=0und A#0O. Zeigen Sie, dass dann A dhnlich zu der Matrix

o O O
O O
o O O

ist.
Hinweis: Zeigen Sie die Existenz einer geeignete Basis B von C? beziiglich der die Matrix A die angegebene Gestalt
hat. Diese Basis sollte die Form B = {Av, v,w} mit Av,w € kerA haben.

(c) Esseien B und C beliebige Matrizen aus M;(C). Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden drei Ausssagen
(i) B~C
(i) B—AE~C—AE firein A, €C
(iii) B—AE~C—AEfiralle AeC
(d) Zeigen Sie, dass alle Matrizen aus M, (C) mit n < 3 durch ihr charakteristisches Polynom und ihr Minimalpolynom
bis auf Ahnlichkeit eindeutig festgelegt sind.
Losung:
(@) * DaA?#0 gilt, existiert ein v € C* mit A%v # 0. Daraus folgt, dass auch v und Av nicht Null sind.
* Esseien Ay, Ay, A3 € C mit

AU+ Ay Av+ Ay -A%0 =0. 1)
Wendet man auf (1) A einmal bzw. zweimal an und beachtet, dass A®> = A* = 0 gilt, so erhilt man

A AV +Ay-A%v = 0 und )
kl'AZV = O (3)

Aus der Gleichung (3) folgt wegen A%y # 0, dass A; = O gilt. Daraus und aus der Gleichung (2) folgt, dass
A, =0 gilt. Daraus und aus der Gleichung (1) folgt, dass A5 = 0 gilt. Es ist also

1121221320.

D.h. die Vektoren v,Av,A?v sind linear unabhiingig und bilden wegen dim C® = 3 eine Basis des C>.




* Betrachtet man nun die Basis B = {A%v,Av, v}, so gilt

o O O
O O
o= O

[wlg =

D.h. A ist dhnlich zu dieser Matrix.

(b) Da A nilpotent ist, hat A einen nichttrivialen Kern. D.h. es gilt dim(kerA) > 1.

(0

()

Angenommen es wire dim(kerA) = 1. Dann ist dim(im A) = 3—1 = 2. D.h. es gibt ein Element u € C3, dass im Bild
von A liegt, aber nicht im Kern von A. D.h. es gibt ein u € C* mit Au = u und A%u = Au # 0. Dies ist ein Widerspruch
zu A* = 0.

Wegen A # 0 ist dim(kerA) # 3, es gilt also

dim(kerA)=2.

Wegen A # 0 gibt es einen Vektor v € C3 mit Av # 0. Da A2 = 0 ist, gilt dann Av € kerA. Wegen dim(kerA) = 2 gibt
es einen Vektor w € C3, so dass {Av, w} eine Basis von ker A bildet.

Seien nun A;, A5, A5 € C mit
AAV + A+ Aw =0. @
Multipliziert man (4) mit A und beachtet, dass Av, w € kerA gilt, so ergibt sich
AAv =0. (5)
Daraus folgt wegen Av # 0, dass A, = 0 gilt. Daraus folgt wegen (4) und der Tatsache, dass {Av, w} eine Basis von

ker A bilden, dass auch A; = A5 =0 gilt.
D.h. B := {Av, v, w} ist eine Basis des C3. Wegen A(Av) = Aw = 0 folgt

[%]5 =

[oNeNe]
O O
O OO

D.h. A ist dhnlich zu dieser Matrix.

* Aus (i) folgt (ii) sofort (mit A, = 0).

* Angenommen es gilt (ii), d.h. es gibt ein A; € C mit B—A,E ~ C — A, E. Dann gibt es eine invertierbare Matrix
S € M,,(C) mit

STY(B—ME)S=C—ME.

Daraus folgt fiir alle A € C

S™Y(B - AE)S ST'BS—AE+ME—-AME=SYB—-AE)S—AE+AME=C—AME—AE+)ME

= C-AE.

D.h. B— AE ~ C — AE, also gilt (iii).
* Aus (iii) folgt (i) sofort, indem man A = 0O setzt.
Da der Grad des charakteristischen Polynoms gleich n ist, kann man die Aussage fiir verschiedene n getrennt
beweisen.
Fiir n =1 ist die Aussage klar.
Fiir n = 2 wurde die Aussage bereits in Aufgabe G3 vom Ubungsblatt 6 gezeigt.

Es beibt also nur noch der Fall n = 3 zu betrachten. Diesen unterteile ich in die 2 Félle, dass A nur einen Eigen-
wert hat und das A mehr als einen Eigenwert hat. Da Matrizen mit demselben Minimalpolynom auch dieselben
Eigenwerte haben, reicht es die Aussage fiir die beiden Fille einzeln zu zeigen.




e 1. Fall: A hat nur einen Eigenwert A.

Da jede Matrix Triagonalisierbar ist, gibt es eine obere Dreiecksmatrix B, die zu A dhnlich ist. Da B dann auch
nur den Eigenwert A hat, ist B — AE eine obere Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Hauptdiagonalen. D.h.
B — AE ist Nilpotent. Wegen der Aufgabe G2 vom Ubungsblatt 6 gilt dann (B — AE)® = 0, d.h. B — AE ist
entweder Null oder eine Matrix wie in Aufgabenteil (a) oder (b).

Insbesondere ist B — AE dhnlich zu

0 0 O 01 0 01 0
0 0 O oder 0 0 1 oder 0 0 0
0 0O 0 0 O 0 0 O
Wegen Aufgabenteil (c) ist also B und damit auch A dhnlich zu
A 0 O A 1 O A1 O
0O A O oder 0 A 1 oder 0O A O
0O 0 A 0O 0 A 0O 0 A

Mithilfe von Aufgabe H1 vom Ubungsblatt 6 folgt sofort, dass die zugehérigen Minimalpolynome
(A=1t),(A—t)® bzw. (A — t)?

sind. Da diese also fiir alle moglichen Ahnlichkeitsklassen verschieden sind, folgt die Aussage im ersten Fall.
e 2. Fall: A hat mindestens zwei verschiedene Eigenwerte.
Dann gibt es eine Eigenwert A mit algebraischer Vielfachheit eins. D.h. A ist dhnlich zu einer Matrix der Gestalt

B= ( g g ) mit einer komplexen 2 x 2-Matrix C, deren Eigenwerte ungleich A sind. Mit Hilfe der Aufgabe

H1 vom Ubungsblatt 6 folgt daraus, dass
Mg(t) = (A — t)Mc(t) und Pg(t) = (A — t)Pc(t)

gilt.
u
0

teristische Polynom, so wiirde . = A gelten und die nicht dhnlichen 2 x 2-Matrizen C und C hitten dasselbe
Minimalpolynom und dasselbe charakteristische Polynom. Dies ist nicht méglich, da die zu zeigende Aussage
fiir 2 x 2-Matrizen gilt.

~ 0
Hatten zwei nicht dhnliche Matrizen B und B = ( & ) dasselbe Minimalpolynom und dasselbe charak-

D.h. in diesem Fall sind die Ahnlichkeitsklassen durch das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom
eindeutig festgelegt.

w.z.b.w.




