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Aufgabe G1 (Minimalpolynom)
Bestimmen Sie das Minimalpolynom der folgenden Matrizen mit komplexen Eintrégen.

1 3
a2 9)

Losung: Das charakteristische Polynom
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PA(t)zdet( 1__2t _St )z—t(l—t)+6=t2—t+6

hat die zwei verschiedenen komplexen Nullstellen

A —1:|:1/1 6
127 4

Da das Minimalpolynom das charakteristische Polynom teilt und beide Polynome dieselben Nullstellen haben, folgt daraus
bereits, dass das Minimalpolynom von A gleich dem charakteristischen Polynom von A ist. Es gilt also

My(t)=t>—t+6.
Das charakteristische Polynom von B ist

—t 1 0 0
0 2—t 0 0
0 0 1-t 1
0 0 -2 4-t

Py(t) = det =2-P2((Q-@4-)+2)=2-t)*(t?=5t+6)=(t —2)}(t —3).

Da das Minimalpolynom das charakteristische Polynom teilt und beide Polynome dieselben Nullstellen haben, muss also
das Minimalpolynom die Gestalt (t — 2)X(t — 3) mit 1 < k < 3 haben. Gesucht ist also das kleinste k, sodann B eine
Nullstelle von (t — 2)(t — 3) ist. Man rechnet leicht nach, dass (B — 2E)(B — 3E) # 0, aber (B — 2E)*(B — 3E) = 0 gilt.
Somit ist

Mj(t) = (t — 2)*(t — 3)
das Minimalpolynom von B.
Aufgabe G2 (Linearkombinationen der Potenzen einer Matrix)

(a) EsseiA= ( Ccl d ) eine 2 x 2-Matrix mit Eintrdgen aus einem beliebigen Korper K.

Schreiben Sie A% als Linearkombination von A und E.




(b)

Sei nun A eine n x n-Matrix mit Eintrigen aus K. Wie grof ist dann die Dimension des von den Potenzen E,A, A2, ...
aufgespannte linearen Teilraums von M, (K)? Zeigen Sie Ihre Aussage.

Hinweis: Bringen Sie die gesuchte Dimension mit einem Merkmal des Minimalpolynoms von A in Verbindung.

(c) SeiA eine nilpotente n x n-Matrix. Zeigen Sie, dass dann A" = 0 gilt (mit demselben n).
Losung:
(a) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass das charakteristische Polynom von A die Gestalt

(b)

(0

Pi(t)=t>—t-trA+detA=t*>—(a+d)t+ad — bc
hat. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt P,(A) = 0, also
0=A’—A-trA+E -detA=—=A’=A-trA—E-detA=(a+d)-A—(ad —cb) -E.

Die gesuchte Dimension ist gleich dem Grad des Minimalpolynoms M,.
Dazu zeigt man zunichst: Wenn E,A, A%, ..., A* linear abhingig sind und E,A,A?, ..., A*"! linear unabhingig sind,
dann ist die gesuchte Dimension gleich k.
* Beweis:
Die Voraussetzungen bedeuten gerade, dass es A, A4,..., A, € Kmit A, # 0 und

0=AoE + AA+...+ L AF

gibt. Daraus folgt

D.h. A¥ ist eine Linearkombination von E,A,A?, ..., A*"1, Multipliziert man die letzte Gleichung mit A und setzt
dann auf der rechten Seite fiir A* diese Linearkombination ein, so erhilt man, dass A“*! eine Linearkombina-
tion von E,A, A%, ...,A*"! ist. Wiederholt man dieses Argument, so ergibt sich:

Alle erzeugenden E,A,A?,... des betrachteten Raumes sind eine Linearkombination der linear unabhingigen
Elemente E,A,A? ..., A*"1. D.h. die gesuchte Dimension ist gleich k.

Sei nun M,(t) = ay+ a;t + ...+ a,t* vom Grad k. Dann ist
0=M,A) =ay+aA+...+qA",

also sind die Elemente E,A,A?,...,AF linear abhiingig.

Angenommen auch E,A A%, ... ,AF1 wiren linear abhéngig. Dann gibt es Ay, A4,...,Ar_; € K, die nicht alle Null
sind, und fiir die

0=AE +MA+...+ XA

gilt. D.h. P(t) = Ao + Aqt + ...+ At ist ein Polynom ungleich Null mit P(A) = 0. D.h. M, teilt P. Dies ist aber
unméglich, da der Grad von P kleiner ist als der von M,.

D.h. E,A A%, ...,A*! sind linear unabhingig.
Es folgt also, dass die gesuchte Dimension
k =degM,

ist.
w.z.b.w.

Wegen A* = 0 ist das Minimalpolynom ein Teiler von t*, also von der Form M,(t) = t¢ fiir ein d < k. AuRerdem ist
das Minimalpolynom ein Teiler des charakteristischen Polynoms. Insbesondere hat es hochstens Grad n. Somit gilt
A% =0 fiir ein d < n und damit auch A" = 0.

Aufgabe G3 (Ahnlichkeitsklassen von 2 x 2-Matrizen)

Bestimmen Sie alle Ahnlichkeitsklassen von 2 x 2-Matrizen mit Eintridgen aus C. Geben Sie zu jeder Ahnlichkeitsklasse
genau einen Reprédsentanten an.

Gehen Sie dazu wie folgt vor.

Es sei A eine komplexe 2 x 2-Matrix.




(i) Zeigen Sie: Wenn A zwei verschiedene Eigenwerte A und u hat, dann ist A &hnlich zu der Matrix

(o 0)

(ii) Zeigen Sie: Wenn A nur einen Eigenwert A mit geometrischer Vielfachheit 2 hat, dann ist A dhnlich zu der Matrix

(62)

(iii) Zeigen Sie: Wenn A nur den Eigenwert A mit geometrischer Vielfachheit 1 hat, dann ist A &hnlich zu der Matrix

Al

0o A /-
Zeigen Sie auBerdem, dass die Ahnlichkeitsklasse einer komplexen 2 x 2-Matrix durch ihr Minimalpolynom und ihr
charakteristisches Polynom eindeutig bestimmt ist.

Losung: Essei E = {e;,e,} die Standardbasis des C2.

(1) In diesem Fall gibt es einen Eigenvektor v; zum Eigenwert A und einen Eigenvektor v, zum Eigenwert u. Da es
verschiedene Eigenwerte sind, sind v, und v, linear unabhiingig, bilden also wegen dim C2? = 2 eine Basis von C2.
D.h. mit B = {v;, v} und der Matrix S = (v, | v,) gilt

( o ) ) = [£,5 = [id)5 )5 0id] = sas

Dies zeigt die geforderte Ahnlichkeit.

(i) In diesem Fall ist der Eigenraum zum Eigenwert A zweidimensional, also der gesamte C2. D.h. die Matrix A ist

gleich
A0
0o A )

(iii) In diesem Fall gibt es einen Eigenvektor v; zum Eigenwert A. Nun ergdnzt man v; durch einen zweiten Vektor w zu
einer Basis von C2. Es gilt dann Aw = u, v; + u,w mit u, u, € C. Da die geometrische Vielfachheit von A gleich 1
ist, ist w kein Eigenvektor von A, also muss u; # 0 gelten. Nun setzt man v, = Miw. Dann bilden v; und v, immer

1

noch eine Basis von C2 und es gilt
1 )
AUZ = _(AW) = + —w= U +M2V2 .
1231 Hq
D.h. mit B = {v;, v,} und der Matrix S = (v, | v,) gilt
A 1 _ B _ d E E d B _ 571A5
0 s _[fA]B_[l ]B[fA]E[l ]E_ .

Da dhnliche Matrizen dieselben Eigenwerte haben und A nur den Eigenwert A hat, folgt u, = A und damit auch die
geforderte Ahnlichkeit.
Aus den Aussagen (i)-(iii) folgt, dass es die folgenden Ahnlichkeitklassen gibt.

* Fiir je zwei verschiedene komplexe Zahlen A und u gibt es eine Ahnlichkeitsklasse B, ,, die aus allen Matrizen
besteht, die A und u als Eigenwerte haben. Ein Représentant dieser Ahnlichkeitsklasse ist

A0
0O u /)~
* Fiir eine komplexe Zahl A gibt es eine Ahnlichkeitsklasse B,, die aus allen Matrizen besteht, die nur den Eigenwert
A mit geometrischer Vielfachheit 2 haben. Der einzige Représentant dieser Ahnlichkeitsklasse ist

(62)




* Fiir eine komplexe Zahl A gibt es eine Ahnlichkeitsklasse C;, die aus allen Matrizen besteht, die nur den Eigenwert
A mit geometrischer Vielfachheit 1 haben. Ein Reprédsentant dieser Ahnlichkeitsklasse ist

Al

0o A /-
Da jede mogliche Konstellation von Eigenwerten eindeutig einer diese Aquivalenzklassen zugeordnet wird, sind dies alle
Aquivalenzklassen.
Da das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von dhnlichen Matrizen gleich ist, muss man um zu zeigen,

dass die Ahnlichkeitsklasse durch die beiden Polynome eindeutig bestimmt ist nur die Polynome von einem Reprisentan-
ten aller Ahnlichkeitsklassen berechnen und feststellen, dass die bei verschiedenen Klassen verschieden sind.

e Fir ( g ‘2 ) ist offensichtlich P,(t) = M,(t) = (t — A)(t — w).
. A0 ). N 9
e Fiir 0 A ist offensichtlich P,(t) = (t —A)* und M, =t — A.

 Fiir ( g 71L ) ist offensichtlich P,(t) = M,(t) = (t — A)2.
Da also keine zwei Ahnlichkeitsklassen dasselbe Minimalpolynom und dasselbe charakteristische Polynom haben, ist alles
gezeigt, was in der Aufgabe verlangt ist.

Aufgabe G4 (Ableitung)
Es sei wieder D : K[t] — K[t],a,t" +-+-+a;t + ap = na,t" ! +--- + a, die Ableitung von Polynomen.
Zeigen Sie, dass es kein von Null verschiedenes Polynom p € K[t] gibt mit

p(D)=0.
Losung: Angenommen es gibt ein Polynom
p(t)=ay+a;t+...+a,t"

aus K[¢] mit a, # 0 und p(D) =0.
Dann muss auch p(D)(t"*1) = 0 gelten. D.h. es ist

0 = (agid+aD+...+a,DV)(t"") = ayid(t"™) + a; D(t"1) +... 4+ a,D"(t")
= aqpt" +a;(n+Dt"+ ... +a,(n+ Dt

Auf der linken Seite dieser Gleichung steht das Nullpolynom, auf der rechten Seite ein Polynom, dessen Koeffizient vor t
gleich a,(n + 1)! # 0 ist. Dies ist nicht moglich.
D.h. es gibt kein solches Polynom p.

w.z.b.w.




Hausiibung

Aufgabe H1 (Minimalpolynom)
(a) Es seine A und B quadratische Matrizen und

A 0
c=(55)
Wie hangt das Minimalpolynom von C mit den Minimalpolynomen von A und B zusammen? Zeigen Sie ihre Be-

hauptung.

(b) Bestimmen Sie jeweils die Minimalpolynome der Matrizen

21 00 0 0

21 00 A1 00 0 A 000 0

0 A 0 0 0 A 1 0 00 A 00 0
A=l oo a 1% oo a0 ™A=l 500 41 0
00 0 A 00 0 p 0000 u O
00000 u

Dabei seien A und u beliebige reelle Zahlen.
Hinweis: Fiir zwei Polynome p und q ist das kleinste gemeinsame Vielfache kgV(p,q) definiert als das Polynom mit
Leitkoeffizient 1, welches von p und q geteilt wird und fiir das gilt:

fiir jedes Polynom s, welches von p und q geteilt wird, gilt: kgV(p, q) teilt s .

Losung:
(a) Esgilt
MC' = kgV(MA) MB) .

Um das zu beweisen, muss man zeigen, dass kgV(M,, Mz)(C) = 0 ist, und dass es kein Polynom s mit
degs < degkgV(M,, M) und s(C) = 0 gibt.
* Esgilt

avin, @) =kvon ) (5 )) = (%" g )

Da M, das Polynom kgV(M,, My) teil und M,(A) = 0 gilt, folgt kgV(M,, Mz)(A) = 0.
Da Mj das Polynom kgV(M,, M) teil und Myz(B) = 0 gilt, folgt kgV(M,, My)(B) = 0.
Insgesamt ergibt sich also

kgV(M,, Mg)(C) =0.

* Angenommen es gibt ein Polynom s mit degs < degkgV(M,, M) und s(C) = 0. Wegen der Struktur von C gilt

== (P 8)).

Insbesondere ist also s(A) = s(B) = 0. D.h. M, teilt s und Mj teilt s, also teilt auch kgV(M,, M) das Polynom s.
Dies ist ein Widerspruch zu degs < degkgV(M,, Mg).
D.h. es gibt kein solches Polynom s.

w.z.b.w.

(b) Aus Aufgabenteil (a) und Aufgabe T2 vom Tutorium 5 folgt sofort
My (6) = kgv((t—2)% (=A%) =(t - 1),
My, (t) kgV ((t = A)°,t — ) = (¢t = A)°(t —p) und
My () = kgV (kgV((t = 4)% (¢ = 1)), kgV((t — )P, (¢ — p)) = kaV (£ = A2, (6 — w)?) = (£ = (¢ = )




Aufgabe H2 (Projektionen)
Es sei f : V — V eine lineare Abbildung und V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Zeigen Sie die Aquivalenz der
folgenden Aussagen.

(i) f ist eine Projektion (d.h. es gilt f2 = f).

(ii) Es gibt Unterrdume U, und U, von V mit
V=U1€9U2, f(ul)ZOVuleUl undf(uZ):uzvuZeUz.

(iii) Das Minimalpolynom M; teilt t(1 — t).

Dabei sei das Minimalpolynom einer linearen Abbildung wie {iblich als das Minimalpolynom der zugehorigen Matrix
definiert, d.h. es gilt M; = M[f]g mit einer beliebigen Basis B von V. Sie diirfen in dieser Aufgabe davon ausgegehen,

dass das Minimalpolynom von Endomorphismen dieselben Eigenschaften hat, wie das von Matrizen.

Losung:
(i) = (i):
Angenommen es gilt (i). Setze
U, :==kerf und U, :=im f .

Dann gilt fiir jedes u; € U; offensichtlich f(u;) = 0. Und fiir jedes u, € U, existiert ein w € V mit f (w) = u,, woraus

flu)=f2w)=f(w)=u,

folgt.
Sei nun v € V beliebig. Setze u, := f(v) und u; := v — u,. Dann gilt

f)=fw-u)=Ff) - flu)=f) - f2(W)=f(v) - f(v) =0.

D.h. es ist

v=u; +u, mitu; €U; und u, € U, .

Also gilt
V= Ul + U2 .

Sei nun w € U; N U,. Dann existiert ein w; € V mit f(w;) =w und es gilt f (w) = 0. Daraus ergibt sich
w :f(Wl):fz(Wl) =f(w)=0,

also gilt
U1 n UZ = {0} .

Insgesamt ergibt sich also
V=U,®U,.

(i) = (i):
Angenommen es gilt (ii). Dann gibt es fiir jedes v € V eindeutig bestimmte Elemente u; € U; und u, € U, mit

V= uq + Uy .
D.h. es gilt

fw) = f(u;+uy)=f(u)+f(u) =0+uy =u, und
f2(v) fU@)=fw) =uy=f(v).

Daraus folgt sofort
F=
(i) < (iii): Es gilt
fP=fe —f’+f=0& f(id — f) =0 & f ist Nullstelle des Polynoms t(1 — t) < M; teilt t(1—t).

Die letzte Aquivalenz ist wahr, da M ¢ jedes Polynom teilt, dass f als Nullstelle hat und da f eine Nullstelle von M; ist
(und das dann auch fiir alle Vielfachen von M ¢ gilt).




Aufgabe H3 (Invariante Eigenrdume)
Es seien f,g : V — V lineare Abbildungen.

(a) Zeigen Sie: Die Eigenrdume von f" sind f -invariant.
(b) Es gelte
fog=gof.
Zeigen Sie: Die Eigenrdume von g sind f -invariant.
Hinweis: Ein Untervektorraum U von V heif3t f-invariant, wenn f(U) C U gilt.
Losung:

(a) Sei U, der Eigenraum von f" zu einem Eigenwert A, dann gilt fiir alle v € U,

frw)y=rv= ff@)=F"" ) =F(f" ) =fAv) = Af (v).

Also ist auch f(v) € U,.
Daraus folgt

fU EU,.
w.z.b.w.
(b) Sei U, der Eigenraum von g zu einem Eigenwert A, dann gilt fiir alle v € U,,
sW)=Av=Af(v)=f(Av) = f(g(w)) = g(f(v)).
Also ist auch f(v) € U,.
Daraus folgt
fU CU,.
w.z.b.w.




