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Aufgabe G1 (Algebraisch abgeschlossener Korper)
Ein Korper K heif3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante Polynom eine Nullstelle in K hat. Welche der
folgenden Mengen sind algebraisch abgeschlossene Korper?

(@ Q
® R
(0 Z
(d C
(&) Z,
Zeigen Sie ihre Aussagen fiir die Mengen, die keine algebraisch abgeschlossenen Korper sind.

Losung: Von den angegebenen Mengen ist nur C ein algebraisch abgeschlossener Korper.
Z ist kein algebraisch abgeschlossener Korper, da die ganzen Zahlen keinen Korper bilden.
Q und R sind keine algebraisch abgeschlossenen Kérper, da das Polynom x? + 1 in ihnen keine Nullstellen hat.
7, ist kein algebraisch abgeschlossener Kérper, da das Polynom x? + x + 1 keine Nullstelle in Z, hat.

Aufgabe G2 (Charakteristisches Polynom)
Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und U;, U,, ..., U, €V Untervektorrdume von V mit

V=U1®U2®®Un
Aullerdem sei f : V — V eine lineare Abbildung und die Unterrdume U; seien f -invariant, d.h. es gilt
f(Ul)g Ui) V]. SlSn

Das charakteristische Polynom einer linearen Abbildung ist gleich dem charakteristischen Polynom der Matrix dieser
Abbildung beziiglich einer beliebigen Basis.

Essei f; := fly, : Uy = V.

Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom von f gleich dem Produkt der charakteristischen Polynome aller f; ist.
Losung: Man wahlt fiir alle U; eine Basis B;. B sei das Tupel von Vektoren, dass aus den Vektoren aller B; besteht (wobei
die Reihenfolge so sein soll, dass zuerst die Vektoren aus B,, dann die aus B, usw. kommen). Wegen V = U, ®U,®---® U,
ist B dann eine Basis von V.

Ich bezeichne das charakteristische Polynom von f mit p; und das von f; mit p. Dann gilt

pr(t) =det ([f —t-id]p) .

Wegen der Gestalt von B und da U; f-invariant ist, hat die Matrix [f — ¢ - id]; Blockdiagonalgestalt, wobei die Blocke
gerade die Form [f; — tid]p, haben. Daraus ergibt sich

ps(t) =det ([f — ¢t -id]y) = [ [det (If; - tidls) =] [ s -
i=1 i=1




w.z.b.w.

Aufgabe G3 (Fibonacci-Zahlen)
Wir definieren rekursiv eine Folge (f,, ),y natiirlicher Zahlen durch

fi=1, fi=1, fip=fitfiyaVneN,.

Die so konstruierten Zahlen f, heillen Fibonacci-Zahlen.
(a) Berechnen Sie die ersten 8 Fibonacci-Zahlen.
(b) Fiir jedes n € N setzen wir x,, := (f,, fo41)" € R2. Finden Sie eine 2 x 2-Matrix A mit

Xn+1 =Axn .

Mit vollstandiger Induktion folgt dann x, = A" 'x;. Insbesondere ist die Fibonacci-Zahl f, der erste Eintrag des
Vektors A" L.
(c) Bestimmen Sie eine explizite Formel fiir die n-te Fibonacci-Zahl, indem Sie die Potenzen A" bestimmen.
Losung:
(a) Esgilt
fi=1fo=1f3=2,f4,=3, fs=5, fe=8, f,=13und fg =21.

fn — _ _ fn+1 — fn+l
A( Fas1 )‘AX""‘"“‘ ( Fosa )‘ ( ot famn ) '

Dies ist offensichtlich fiir die Matrix
0 1
A=(7 1)
erfiillt.

(c) Die Matrix hat die Eigenwerte %(1 + +/5) mit den Eigenvektoren x; = (1, (1 + +/5))" und x, = (1, %(1 — 5.
Mit der Transformationsmatrix S := (x;|x,) gilt also

;(1+V5) 0 )

(b) Es muss gelten

S7IAS = (

0 ;(1=V5)
Es folgt
1 n
A" = §(S7lAS)y'sl=s ((5(1 +0‘/§)) a f)ﬁ))n) s
2
1 1 1 Ga+vE)" 0 ;=5 -1
T dets \ (145 1(1-V5) 0 Ga-ve)") | -ta+vs) 1
Al = 1 1 (Ga+va)"! 0 la-v5) -1
ao= T ;(1+v5) (1-+5) 0 Ga-ve)"' )\ —50+v5) 1 (

sl sl- sl

1 1 Ga+vs)"™! 0 L(-1-V5)
( J0+V5) 1-5) ) ( 0 (;u—m)“*) ( 114 V5) )
1 1 -3+ v5)"
( 11+v5) 10-v5) ) ( (%(1-@)")

1 G(1-Vv5)" - (G0 +v5)"

_ﬁ( (%(1_\/3))n+1_(%(1+\/§))n+1 )

Da die n-te Fibonacci-Zahl der erste Eintrag von A" !x ist, folgt

ea((5)-(5)

1
1

)



Aufgabe G4 (Euklidischer Algorithmus)
Es seien a und b zwei ganze Zahlen.

€))

(b)
(0

(G

(e)

®

Beschreiben Sie einen Algorithmus zur Bestimmung des groften gemeinsamen Teilers von a und b. Machen Sie
sich auch klar, warum er funktioniert.

Berechnen Sie mit Hilfe des gerade beschriebenen Algorithmus ggT(90,24) und ggT(134,52).
Machen Sie sich klar, dass man mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus immer Zahlen [, m € Z mit

ggT(a,b)=1la+mb

finden kann.
Tipp: Setzen Sie die Gleichungen im Algorithmus von unten nach oben ineinander ein.

Bestimmen Sie mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus Zahlen [, m € Z mit
2gT(52,30) =521+ 30m
Es sei auch ¢ eine ganze Zahl. Welche Bedingung muss c erfiillen, damit es ganze Zahlen x und y gibt mit
ax+by=c.

Beweisen Sie ihre Behauptung.

Das Verfahren funktioniert fiir Polynome genauso.
Bestimmen Sie den groften gemeinsamen Teiler der Polynome

p()=t*+3+t2+tundq(t) =t>+1.
Finden Sie aulferdem Polynome r(t) und s(t) mit

88T (p(t),q(t)) = r(t)p(t) +s(t)q(t).

Losung:

(@

Der Algorithmus ist derselbe, wie der aus der letzten Hausi{ibung bekannte fiir Polynome.

D.h. man stellt zuerst fest, dass in den ganzen Zahlen immer eine Division mit Rest mdglich ist, d.h. es gibt eindeutig
bestimmte ganze Zahlen q,,r; mita=q;-b+r,und0<r; <b.

Im zweiten Schritt fithrt man dann eine Division mit Rest der Zahlen b und r; durch. D.h. es gibt eindeutig be-
stimmte ganze Zahlen gy, 7, mit b=q, -1+, und 0 <ry <r17y.

Im i-ten Schritt fithrt man eine Division mit Rest der Zahlen r;_, und r;_; durch. D.h. es gibt eindeutig bestimmte
ganze Zahlen q;,r; mitr,_, =q;-r;i_;+r;und 0 <r; < r1;_;.

Der Algorithmus bricht ab, wenn der Rest Null ist. Der letzte von Null verschiedene Rest ist dann der gesuchte ggT.
Beim Durchfiihren des Algorithmus ergibt sich die Folge von Gleichungen

a=q,-b+ry, 0<r;<b

b=gqy-r+1y, O<ry<n
ri=q3-Try+rs, 0<r3<ry
rn72=qn'rn71+rm 0< ' <Tphq

"1 =qn41° T +0.

Da die Reste natiirliche Zahlen sind, die in jedem Schritt kleiner werden, muss es irgendwann einen Rest Null
geben, d.h der Algorithmus bricht ab.

An der letzten Zeile erkennt man, dass r, = ggT(r,, r,—1) gilt.

An der vorletzten Zeile sieht man, dass jeder gemeinsame Teiler von r, und r,_; auch ein Teiler von r,_, ist.
Andererseits ist auch jeder gemeinsame Teiler von r,_, und r,_; ein Teiler von r,. Daraus schlief$t man, dass

ggT(rn’ rnfl) = ggT(rn,l, ran) gllt
Mit derselben Argumentation fiir jede Zeile des Algorithmus erhéilt man

1y =88T(ry,1ho1) = 88T (rp1,1n2)=...= ggT(ry,r1) = ggT(ry,b) = ggT(h,a).

D.h. der Algorithmus liefert tatsdchlich den grof3ten gemeinsamen Teiler.




(b)

(0

@

(e)

®

90 = 3-24+18
24 = 1-18+6
18 = 3-6+0
D.h. es gilt ggT(90,24) = 6.
134 = 2.52430
52 1-30+22
30 = 1-2248
22 = 2-8+6
8 = 1-6+2
6 = 3:2+40

D.h. es gilt ggT(134,52) = 2.
Aus der vorletzten Zeile des euklidischen Algorithmus erhalt man

ggT(a7 b) =TIy =Tp2—qn " Tp-1-
Die Zeile davor kann man Umformen zu

-1 =Th—3 ~qn-1"Th-2-

Setzt man dies nun in die letzte Gleichung ein erhélt man

ggT(a: b)= n—2 —dqn- (rn—S —qn-1- rn—z) =—(Qurp3+ 1+ qn—lqn)rn—z .

Dieses Verfahren kann man so fortsetzen. Man erhélt dadurch in jedem Schritt eine Darstellung von ggT(a, b) als
ganzzahlige Linearkombination von r; und r;_,, wobei das i in jedem Schritt um eins kleiner wird (hier kann man
b =ry, und a = r_, setzen). Im letzten Schritt hat man dann die gesuchte Darstellung

ggT(a,b)=1la+mb

Durch das eben beschriebene Verfahren erhélt man aus dem im Aufgabenteil (b) durchgefiihren Algorithmus
ggT(52,30)=2 = 8-6
= 8—-(22—-2-8)=-22+3-8
= —2243-(30—22)=3-30—4-22
= 3:30—4-(52-30)=—-4-52+7-30.
Die gesuchten Zahlen sind alsol = —4 und m = 7.

Diese Gleichung ist genau dann l6sbar, wenn d := ggT(a, b) ein Teiler von c ist.

Wenn d ¢ nicht teilt, dann ist d immer ein Teiler von ax + by, aber keiner von c, die Gleichheit ax + by = ¢ kann
also nie erfiillt sein.

Wenn d c teilt gibt es eine ganze Zahle z mit ¢ = d - z. Auerdem gibt es nach Aufgabenteil (c) ganze Zahlen [ und
m mit al + bm = d. Damit gilt auch a(lz) + b(mz) = d - z = c. D.h. die gegebene Gleichung hat die ganzzahligen
Losungen x = lz und y = mz.

Der Euklidische Algorithmus liefert
A e (t+D(E+D+(2-1)
241 = t(2-1D+(t+1)
(t2-1) = (t-1)(t+1)+0.

D.h. es gilt
88T(p(t),q(t)) =t +1.
Aus den Gleichungen ergibt sich
ggT(p(),q(t)=t+1 = +1-t(t>*—1)
= q(0) = t(p(t) = (t+ D)q()) = —tp() + (£ + £ + 1)q(¢).
D.h. die gesuchten Polynome sind r(t) = —t und s(t) =t +t + 1.




Hausiibung

Aufgabe H1 (Charakteristisches Polynom)
Es sei

eine allgemeine reelle 3 x 3-Matrix.
Des Weiteren sei

F:M3(R) >R, A= ay1ay + aydss + ay1a33 — A1pdy; — Ap3d3p — d13a3;

eine Abbildung.
(a) Ist F eine lineare Abbildung? Zeigen Sie ihre Behauptung.
(b) Berechnen Sie das charakteristische Polynom p, von A in Abhéngigkeit der Eintrage q;;.

(c) Zeigen Sie, dass fiir alle invertierbaren, reellen 3 x 3 Matrizen S
F(ST'AS)=F(A)

gilt.

Losung:

(a) F ist nicht linear, denn es gilt fiir A € R — {0, 1}
F(AA) = Aaj; Ay, + AayyAdss + Adq; Adss — AdqpAdy — AdasAds, — AajzAas; = A2F(A) # AF(A).
(b) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass das charakteristische Polynom die Gestalt
pa(t) = =t + (trA)t? + bt + detA

hat. Es ist also nur noch der Koeffizient b zu bestimmen. Es gilt

a;;—t ap ais
pa(t) = det Gz App—t g
as; asp azz — t

(a1 — t)(ag, — t)(ags — t) + a12053031 + A13a21a33 — a13(Agn — t)A31 — A12a2;(ag3 — t) — (ag; — t)azsas,

D.h. der Koeffizient von p, vor t ist
—a110p — App033 — A11033 1 A12097 + Ap303z + a13a3
und das charakteristische Polynom hat die Gestalt

_ 3 2
pa(t) = —t>+(ay; +ay +az)t”™+ (—a11ay; — az033 — ay1033 + A12051 + Ap30a35 + ay3a37)t

+a11092033 + 12093037 + A13021A30 — A13022d31 — A12021d33 — d11d3d3) -

(c) Da ahnliche Matrizen dasselbe charakteristische Polynom haben (siehe zum Beispiel Tutorium 4 Aufgabe T1),
ist insbesondere der Koeffizient vor t im charakteristischen Polynom bei dhnlichen Matrizen gleich. Da dieser
Koeffizient gerade —F(A) ist (siehe Aufgabenteil (b)) folgt sofort

F(ST!AS)=F(A).
Aufgabe H2 (Diagonalisierbarkeit)

In dieser Aufgabe wird a € Z als Element von Zs, Q bzw. C aufgefasst. Sei M = {1, 2, 3,4}. Geben Sie jeweils eine Matrix

a; a . L . . -
C= ( al a2 ) mit a; € M an, die mindestens drei verschiedene Eintrage hat und
3 04

(a) iber Q diagonalisierbar ist, iiber Zs jedoch nicht.




(b) iber C diagonalisierbar ist, aber iiber Q und Zs nicht.
(c) iber Zs diagonalisierbar ist, iiber Q jedoch nicht.

Beweisen Sie ihre Behauptungen.
Geben Sie weiterhin eine Matrix mit Eintrdgen in Z an, die iiber Z; diagonalisierbar ist, aber iiber C nicht.

Losung: Das charakteristische Polynom ist bekanntlich p.(t) = t? — (trC)t + detC = 0. Damit hat man in C die
Losungsformel

1
Ao = 3 (a1 +ay+/(a; +a,)? —4aja, + 4a2a3) )

Interessant ist offenbar der Ausdruck H = (a; + a,)? — 4a;a, + 4a,a; = (tr C)? — 4det C unter der Wurzel. Die Losungs-
formel gilt auch fiir Q, wenn vH € Q ist, ansonsten gibt es in Q keine Eigenwerte.

Die analoge Formel gilt auch in Zs, wenn man beachtet, dass die Wurzel nur von 0,1 und 4 gezogen werden kann. Es
gilt dann in Zg

£/0=0, V1=1, —vV1=4, V4=2, —/4=3.

Fiir H = 2 oder H = 3 modulo 5 hat die Matrix also keine Eigenwerte in Z.

(a) C istin Q diagonalisierbar, wenn H eine Quadratzahl ungleich Null ist (denn dann gibt es 2 verschiedene Eigen-
werte in Q). Wenn zusétzlich H Null modulo 5 ist, konnte es {iber Zs nicht diagonalisierbar sein (das muss dann
aber noch iiberpriift werden). Dies ist der Fall fiir tr C = 7 und det C = 6, also z.B. fiir

(1),

Man erkennt sofort, dass die linear unabhéngigen Eigenvektoren iiber Q

() mee(2)

sind. Diese sind modulo 5 gleich, d.h. die Matrix besitzt in Z;s keine Basis aus Eigenvektoren, ist also nicht diago-
nalisierbar.

(b) Dafiir ist es hinreichend, da® H kein Quadrat ist, modulo 5 kein Quadtrat ist und H # 0 gilt. Dies ist z.B. fiir
H =12, trC = 6 und det C = 6 der Fall. Ein Beispiel wére also

4 2
o ( ' 2 ) .
(c¢) Dazu darf H kein Quadrat sein, H muss aber modulo 5 ein Quadrat sein. Dies ist z.B. fiir H = 21,trC = 5 und
det C =1 der Fall. Ein Beispiel dafiir ist
1 3
(1 1)

Die Matrix C = ( 0 1 ) ist iiber Zs bereits diagonalisiert, iiber C ist dies jedoch nicht méglich.
Aufgabe H3 (Nilpotente Matrizen)
Zeigen Sie, dass die Matrix

4 6 8 2
-2 -3 —4 -1
0 -1 0 1
-2 -3 —4 -1

A=

nilpotent ist (d.h. eine Potenz von A ist Null).
Bestimmen Sie aullerdem eine invertierbare Matrix S fiir die

S7lAs

eine obere Dreiecksmatrix ist und geben Sie die Matrix S AS an.




Losung: Es gilt

(4 6 8 2\[( 4 6 8 2 0 -8 0 8
2 = -2 -3 -4 -1 -2 =3 -4 -1 |_[o0 40 4|
0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 00 0
\ -2 -3 -4 -1 )\ -2 -3 —4 -1 0 4 0 -4
([ 4 6 8 2\[{0 -8 0 8 0 0 00
0 = -2 -3 -4 -1 0 40 -4 | _[0000
0 -1 0 1 0 00 0 0 000
\ -2 -3 -4 -1 )0 4 0 —4 0000

D.h. A ist nilpotent.

Um S zu bestimmen suchen wir zunéchst eine Basis B des R*, bzgl. der f, eine obere Dreiecksmatrix ist. Dazu benutzen
wir die Anleitung aus Aufgabe G4 vom letzten Ubungsblatt.

Es sei also

Vo:={0}=im A%, V; :==im A%V, :=im A,V :=R*=imA°=im E .

Da das Bild einer Matrix immer von ihren Spaltenvektoren aufgespannt wird, gilt

0 -8 0 8 -8 -2
V=i 0 4 0 —4 | 4 _ 1
1 =im 0 0 0 o | =span 0 = span 0
0 4 0 —4 4 1
Als ersten Basisvektor von B wihlen wir also
-2
1
bl = 0
1
Des Weiteren gilt
4 6 8 2 4 6 8 2
V. = i -2 -3 -4 -1 _ -2 -3 —4 -1
2 = m 0 -1 o 1 |~%panm o |’ 1 || o || 1
-2 -3 -4 -1 -2 -3 —4 -1
-2 0
_ 1 0
= span 0 o
1 0
D.h. wir wéhlen als zweiten Basisvektor
0
0
bz = 1
0

Nun ergénzen wir {b;, b,} zu einer Basis von R*. Dies kann z.B. durch die Vektoren

S

w

Il
©c o or
coro

geschehen.




|

-2 0 1 O
1 0 01

S:= [id]g = (

Nun ist S die folgende Basiswechselmatrix.

Wegen
gilt dann

Mmoo O o

N O O O

<+ O O O

S O OO

STIAS = [fylp = [




