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Gruppeniibung

Bei den folgenden Aufgaben sind jeweils alle richtigen Antworten zu bestimmen (es kann auch mehr als eine Antwort
richtig sein).

Aufgabe G1 (Minitest)
(a) Essei f:V — W eine lineare Abbildung. Eigenwerte kann man nur definieren, wenn

O f surjektiv ist.
O f bijektiv ist.
O f ein Endomorphismus ist.

O f ein Isomorphismus ist.
(b) Essei f:V — V eine lineare Abbildung und v € V,A € K mit f (—v) = Av. Dann ist
O v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A.

O —v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A.
O v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert —A.

O —v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert —A.
(c) Essei A # 0 ein Eigenwert der linearen Abbildung f. Der zugehérige Eigenraum sei V.
O Dann gilt V, =ker(Aid).

O Dann gilt V, =ker(f — Aid).
O Dann ist V, die Menge aller Eigenvektoren von f zum Eigenwert A.
O

Dann ist V, die Menge aller Eigenvektoren von f zum Eigenwert A vereinigt mit der Menge, die aus dem
Nullvektor besteht.

Dann gilt f(V;) € V,.
O Dann gilt f(V,)=V,.

O

Aufgabe G2 (Geometrische und algebraische Vielfachheit)
(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix

1 3 4

B:=]0 2 5

0 0 6

und jeweils die zugehorige geometrische und algebraische Vielfachheit.
(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix

1 0 -1

c=|11 3

0O 0 2

und jeweils die zugehorige geometrische und algebraische Vielfachheit.




(c) SeiAe M,(K) eine Matrix und A ein Eigenwert von A. Zeigen Sie, dass die geometrische Vielfachheit von A kleiner
oder gleich der algebraischen Vielfachheit von A ist.

Aufgabe G3 (Eigenwerte und Eigenvektoren)
Wir betrachten den Raum RY aller reellen Folgen (a,),cy und die Abbildung

S: RN i RN, (an)neN — (an+1)n€N'

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von S.

Aufgabe G4 (Nilpotente Matrizen)
Sei A eine nilpotente n x n-Matrix iiber K, es gelte also A? = 0 fiir ein d € N, aber A" # O fiir r < d.
Zeigen Sie, dass es eine Basis B gibt, beziiglich der A strikt obere Diagonalgestalt hat, also von der Form

0 = * *
0 * *
0 0 O
ist.
Anleitung:

(a) Zeigen Sie fiir V; := im AY"F die folgende Kette von Inklusionen:
{O}ZVogvl QVZ g...ng_l ng :Kn.

(b) Wahlen Sie eine Basis von V;, ergénzen Sie diese zu einer Basis von V, und fahren Sie fort, bis Sie eine Basis B von
K" gefunden haben.

(c) Zeigen Sie, dass A in dieser Basis strikte obere Diagonalgestalt hat.




Hausiibung

Aufgabe H1 (Euklidischer Algorithmus)

Unter dem grofSten gemeinsamen Teiler ggT(f, g) zweier Polynome f und g verstehen wir ein Polynom g, welches normiert
ist, f und g teilt und aullerdem von jedem anderen Polynom geteilt wird, welches ein Teiler von f und g ist.

Seien f, g # 0 Polynome. Satz 7.2.7 der Vorlesung besagt, dass es Polynome q, und r; gibt, so dass degr; < degg und

f=q8+n
gelten. Satz 7.2.7 liefert uns dann, auf die Polynome g und r; angewendet, weitere Polynome g; und r,, so dass die
Gleichung

g§=qir +1y

erfiillt ist und degr, < degr; gilt. In jedem weiteren Schritt wird mit dem Divisor und dem Rest des vorhergehenden
Schritts eine erneute Division mit Rest durchgefiihrt.

(a) Wann bricht das Verfahren ab? Zeigen Sie, dass dies nach endlich vielen Schritten passiert und uns zwei Polynome
g, und r, liefert.

(b) Zeigen Sie, dass r, nach einer Normierung der grof3te gemeinsame Teiler von f und g ist.

(c) Bestimmen Sie den gré3ten gemeinsamen Teiler von f(x) = x*— %xg - 1—21x2 +3x und g(x) = 2x3—3x2—23x+12
mit diesem Algorithmus.

Aufgabe H2 (Eigenwerte und Eigenvektoren)
(a) Sei f:V — V ein K-Endomorphismus und sei

p(t)=ay+ayt+...+a,t" €K[t]

ein Polynom. Wir definieren
p(f)=ay-id+af +...+a,f": V-V

als die Anwendung des Polynoms p(t) auf f.
Zeigen Sie: ist A ein Eigenwert von f, dann ist p(A) ein Eigenwert von p(f).

(b) Sei €S, eine Permutation. Wir definieren die Abbildung

fri R >R, FrCxts e, x0) = (Xnays - o X(m))-

Welche Eigenwerte kann f, haben? Geben Sie fiir alle moglichen Kombinationen ein Beispiel an.
(Tipp: Betrachten Sie eine Zerlegung von 7 in disjunkte Zykel.)

Aufgabe H3 (Nilpotente Matrizen)
(a) Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom einer Matrix sich bei einem Basiswechsel nicht verdndert.

(b) Sei A eine nilpotente n x n-Matrix. Zeigen Sie, dass fiir das charakteristische Polynom gilt
PA() = (—1)"¢".

(c) SeiA eine n x n-Matrix und sei A € K. Zeigen Sie, dass aus (A — AE,)? = 0 fiir das charakteristische Polynom
PA(t) =(A—1t)"

folgt.




