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Aufgabe M1 (Determinate)
Welche der folgenden Behauptungen sind wahr?

a
|
a

|

Eine Matrix, deren Eintrage auf der Hauptdiagonalen alle Null sind hat die Determinante Null.
Vertauscht man bei einer Matrix zwei Zeilen, so dndert sich die Determinate nicht.

Es sei A eine 3 x 3 Blockdiagonalmatrix mit zwei Blocken. Aullerdem seien die Eintrdge auf der Hauptdiagonalen
Null. Dann ist detA = 0.

Sei ¢ : V — V ein Endomorphismus und B eine Basis von V. Dann ist die Determinate der Matrix [ ]z unabhébgig
von der Wahl der Basis B

Losung: Die ersten beiden Aussagen sind falsch, die letzten beiden wahr.

Aufgabe M2 (Eigenwerte und Eigenvektoren)
Welche der folgenden Behauptungen sind wahr?
O Essei ¢ : V — V ein Endomorphismus eines n-dimensionalen Vektorraums V, der n Eigenvektoren zu n verschie-

denen Eigenwerten besitzt.
Dann gibt es eine Basis von V, beziiglich der die Matrix von ¢ eine Diagonalmatrix ist.

Es seien v, w zwei verschiedene Eigenvektoren einer Matrix A. Dann sind v und w linear unabhéngig.
Sei ¢ : R* — R3 die Nullabbildung. Dann ist ¢ diagonalisierbar.

Sei ¢ : R*> — R? eine Drehung um den Koordinatenursprung um einen Winkel, der kein ganzzahliges Vielfaches
von 7 ist. Dann ist ¢ diagonalisierbar.

Sei ¢ : R? — R? eine Drehung um den Koordinatenursprung um den Winkel 7 oder 27. Dann ist ¢ diagonalisier-
bar.

Losung: Die erste, dritte und fiinfte Aussage ist wahr. Die anderen beiden sind falsch.

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Eigenwerte und Eigenrdume)

(a
(b)

Sei A eine quadratische Matrix iiber R. Beweisen oder widerlegen Sie, dass Aund AT die gleichen Eigenwerte haben.

Beweisen oder widerlegen Sie, dass A und A” die gleichen Eigenrdume haben.

Losung:

(a)

Sei A ein Eigenwert von A. Dann ist det(A— AE) = 0.
Da die Determinante invariant bzgl. Transponieren ist, gilt damit

det(A— AE)T =det(A— AE)=0.




Esist (A— AE)T =AT — (AE)T = AT — AE. Somit ist
det(AT — AE) =det(A—AE)T =0
und A ist auch Eigenwert von AT,
Da (AT)T = A gilt, folgt daraus, dass A und AT die gleichen Eigenwerte haben.
(b) Die Aussage lasst sich durch folgendes Gegenbeispiel wiederlegen.

Sei
1 2
(1)
dann gilt
1-1 2 2
det(A— AE) =det 3 _a =1-2A)(-A)-6=2"-A1-6=(A-3)(1+2)
und die Eigenwerte von A sind A; = 3 und A, = —2. Zu diesen gehodren die Eigenrdume

o ={a( 1) sacx), vmfaf 2 ):acn).
7=(33)

auch die Eigenwerte A; = 3 und A, = —2, aber die zugehorigen Eigenrdume sind

v ={a(( 2 )saen), v=faf 7 )cacal.

Also haben A und AT nicht die gleichen Eigenrdume.

Wegen (a) hat

Aufgabe G2 (Eigenwerte)

Sei V ein Vektorraum und ¢ : V — V ein Endomorphismus mit ¢? = ¢.
(a) Zeigen Sie, dass ¢ keine von 0 und 1 verschiedenen Eigenwerte haben kann.
(b) Wieviele Endomorphismen ¢ : V — V mit @2 = ¢ gibt es, die nur den Eigenwert 0 haben.
(c) Wieviele Endomorphismen ¢ : V — V mit p? = ¢ gibt es, die nur den Eigenwert 1 haben.

Losung:
(a) Fiir einen Eigenwert A mit Eigenvektor v # 0 gilt wegen @2 = ¢
A=) =p(p() = p(Av) = 2p(v) = A%v .
Es folgt 2 = A2, also A =0 oder A = 1.

(b) Fiir jeden Vektor v € V gilt p(¢(v)) = ¢(v), d.h. w := ¢(v) ist entweder gleich Null oder ein Eigenvektor von
¢ zum Eigenwert 1. Besitzt ¢ also nur den Eigenwert 0, so muss @(v) = O fiir jeden Vektor v € V gelten. Es gibt
deshalb nur eine solche Abbildung, die Nullabbildung.

(c) Fiir jeden Vektor v € V gilt (v — ¢(v)) =0, d.h. w := v — p(v) ist entweder gleich Null oder ein Eigenvektor von
¢ zum Eigenwert 0. Besitzt ¢ also nur den Eigenwert 1, so muss v — ¢(v) = O fiir jeden Vektor v € V gelten. Es
gibt deshalb nur eine solche Abbildung, die Identitét.

Aufgabe G3 (Eigenwerte)
(a) SeiV ein Vektorraum und ¢ : V — V ein Endomorphismus, so dass p? = ¢ o ¢ den Eigenwert 1 hat. Sei v € V ein
zugehoriger Eigenvektor von 2, der kein Eigenvektor von ¢ ist. Zeigen Sie, dass ¢ die Eigenwerte 1 und —1 hat.

(b) Sei V ein Vektorraum und ¢ : V — V eine lineare Abbildung, so dass —1 ein Eigenwert von (2 + ¢ ist. Zeigen Sie,
dass ¢ den Eigenwert 1 hat.

Losung:
(a) Betrachte die Vektoren w, := v + ¢(v) und w_ := v — ¢(v). Weil v kein Eigenvektor von ¢ ist, sind w, und w_
von Null verschieden. Weiter gilt

pw) =)+’ W) =g +v=w,, pw )=o) = p* (W) =p()—v=-w_,
d.h. w, bzw. w_ sind Eigenvektoren von ¢ zum Eigenwert 1 bzw. —1.
(b) Sei0# v €V ein Eigenvektor von ¢? + ¢ zum Eigenwert —1. Dann gilt ¢*(v) + ¢(v) + v = 0 und somit
0=¢ (P’ + @) +v) => W)+ p* (V) + (V) = ¢*(v) - v,
d.h. v ist ein Eigenvektor von ¢* zum Eigenwert 1.




Hausiibung

Aufgabe H1 (Inverse Matrix)
Es seien A und B jeweils n x n Matrizen. AuSerdem soll A- B = E, gelten.

(a) Zeigen Sie, dass dann auch B-A=E, gilt.
(b) Zeigen Sie, dass A™! =B und B! = Aist.
Losung:

(a) Angenommen es gilt detB = 0.
Dann folgt

1=detE, =det(A-B) =detA-detB =detA-0=0,

was ein Widerspruch ist. D.h. es gilt
detB#0.

Insbesondere existiert B~!. Multipliziert man nun die gegebene Gleichung A- B = E,, von links mit B erhélt man
B-A-B=B.
Durch Multiplikation mit B! von rechts erhilt man daraus

B-A=B-A-B-B'=B-B'=E

n-

w.z.b.w.
(b) Wegen (a) gilt
A-B=B-A=E,.
Nach Definition bedeutet dies gerade

A'=BundB'=A.

Aufgabe H2 (Eigenwerte und Eigenvektoren)
Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden Matrizen.

(a)
-1 -3 -3
A= -2 -1 -2
2 3 4
(b)
1 1 1
B= -6 3 -1
6 —2 2
Losung:
(a) Esgilt
-1-A -3 -3 -1-A -3 -3
det(A— AE) = det -2 -1-2 -2 = det -2 -1-1 -2
2 3 4-2 0 2—-A 2—-2A
=(-1-A)-((—1-MN2-V)+22-A)N+2-(-32—A)+3(2— 1))
=—2-2)A+1)1A-A).
Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen dieses Polynoms, also A, = =1, A, =1 und A3 = 2.

Die zu A; gehorenden Eigenvektoren ergeben sich als Losung der Gleichungssysteme (A— A;E)v; =0, i =1,2,3.
Zu beachten ist noch, dass der Nullvektor per Definition nie ein Eigenvektor ist.




A, =—1: In diesem Fall ist (A+ E)v; =0 zu 1sen.

0 -3 =-3|0 01 1|0
-2 0 -2]0 > 1 0 1|0
2 3 5|0 0 0 0|0
Also sind
1
V=W 1 mit u € R — {0}.
-1
die Eigenvektoren von A zum Eigenwert —1.
Ay =1: Hierist (A— E)v, =0 zu lésen.
-2 -3 =3]|0 1 0 0(0
-2 -2 =210 > 01 1]0
2 3 3]0 0 0 0|0
Somit sind
0
Uy = - 1 mit y € R — {0}.
-1
die Eigenvektoren von A zum Eigenwert 1.
Ag = 2: Jetzt ist (A — 2E)vy = 0 zu betrachten.
-3 -3 -3]|0 1 1 1|0
-2 -3 -2|0 |~»| 0O 1 0]0
2 3 2|0 0 0 0|0
Also sind
1
Vg =" 0 | mitueR-{0}.
-1
die Eigenvektoren von A zum Eigenwert 2.
(b) Es gilt
1-2 1 1 1-2 1 0
det(B—AE) = det -6 3-1 -1 = det -6 3—-A —4+2A
6 -2 2-2 6 -2 4—-A

Q1-D((@-DB-A1=-2)-0=(0(4—-1)(1-21)>2.

Die Eigenwerte von B sind gerade die Nullstellen dieses Polynoms, also A; =4 und A, = 1.
Analog zu Aufgabenteil (a) erhdlt man aus

-3 1 1 -3 0 0
-6 -1 -1 |~ -6 0 0 |,
6 -2 -2 0 1 1
dass
0
- 1 mit u € R — {0}
-1

die Eigenvektoren von B zum Eigenwert 4 sind.




Aus
0 1 1 011
-6 2 -1 [~ -2 1 0
6 -2 1 0 0 O
folgt, dass
1
u- 2 | mitpueR-{0}
-2

die Eigenvektoren von B zum Eigenwert 1 sind.

Aufgabe H3 (Nilpotente Matrizen)
Es sei A eine n X n Matrix und r € N mit

A =0und A1 #£0.
Dabei sei A° = E,,.

(a) Welche Eigenwerte hat A? Beweisen Sie ihre Antwort. Geben Sie dabei auch an, wie man (in Abhéngigkeit von A
und r) einen zugehorigen Eigenvektor bestimmen kann.

(b) Unter welchen Bedingungen ist A diagonalisierbar?
Losung:

(a) Angenommen A ist ein Eigenwert von A. Dann gibt es einen Vektor v 7 0 mit Av = Av. Daraus folgt
0=Av=A"A)=1-A"tv=...=A"v.

Da v nicht Null ist folgt hieraus A = 0.
D.h. A kann nie einen von Null verschiedenen Eigenwert haben.
Da A" #£ 0 gilt, gibt es einen Vektor v mit A"~ !v # 0 AuRerdem gilt

AA WM =Av=0=0-v.

D.h. A"y ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Null.
D.h. A hat immer genau einen Eigenwert und dieser ist Null.

(b) Aist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus Eigenvektoren von A zum Eigenwert Null gibt. Dies ist
(wegen der Linearitdt von A) genau dann der Fall, wenn A = 0 gilt.




