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Aufgabe G1 (Determinante und Matrizen)
Es seien beliebige quadratische Matrizen A und B mit Eintrdgen aus C gegeben. Beweisen oder widerlegen Sie die
folgenden Aussagen:

(a) Ahat nur reelle Eintrdge und A-A= E = det(A) = £1.
(b) A ist nicht invertierbar = AB ist nicht invertierbar.

(c) det(A)+ det(B) = det(A+ B).

(d A*=0=A=0.

() A=0=(E—A) '=E+A+A%

(f) det(A) € R = alle Eintrége in A sind reell.

Losung: Fiir diese Aufgabe werden die Eigenschaften der Determinate aus Satz 6.5.3. und Satz 6.5.4. verwendet.

(a) Diese Aussage ist richtig.
Sei A-A = E. Es gilt det(A-A) = det(A) - det(A) = (det(A))? und det(E) = 1. Also folgt

1 = det(E) = det(A- A) = (det(A))?

und damit
det(A) = +1.

(b) Diese Aussage ist richtig.
Wenn A nicht invertierbar ist, gilt det(A) = 0. Also ist auch det(AB) = det(A) - det(B) = 0 und damit AB nicht
invertierbar.

(c) Diese Aussage ist falsch.
Wahle A= (] 1) und B= (}?). Dann gilt det(A) + det(B) =0+1 =1 und

21

det(A+B) = '1 5

‘:4—1:3761=det(A)+det(B).

(d) Diese Aussage ist falsch.
Wihle A= (§ ). Dann gilt A> = (3 ) und damit auch A*> = 0, aber A # 0.

(e) Diese Aussage ist richtig.
Wenn A% = 0 ist, dann gilt auch

(E—A)(E+A+A?) E+A+A2—A-A A =E-A*=FE—-0=Eund
(E+A+A)E—-A) = E+A+A?—-A-A>-A=E-A=E-0=E.

Daraus folgt
(E-A)'=E+A+A%.




(f) Diese Aussage ist falsch.
Wihle A= ({ 9). Dann hat A nicht-reelle Eintrége, aber det(A) = —1 € R.

Aufgabe G2 (Determinante)
Berechnen Sie die Determinante der n X n-Matrix

01 0 O 0
1 01 O 0
A=(a;j)1<ij<n = 010 1 0
0 0 O 1 0

beider a;; =1 fiiri = j+1 oder j =i+ 1 gilt, wihrend alle anderen Eintrage a; ; Null sind.

Losung: Es gilt

detA= Z sgn(0) - ap(1)1 Ao(2)2 " -+ Ao(n)n -

o€S,

Da o eine Bijektion ist kommt in jedem der Terme ag (1)1 * Ag(2)2 * -+ - * Ao(n),n @US jeder Spalte und jeder Zeile der Matrix
A genau ein Eintrag vor. AufSerdem gibt es in der letzten Zeile und der letzten Spalte jeweils nur einen Eintrag ungleich
Null, d.h. es gilt

detA = Zsgn(cr)-aa(l),l-ag(z),z-...-aa(n),n

€S,

= Z sgn(a) A1)l "+ Ao(n-2),n-2 " An,n—1 " An-1,n
o€Sy,0(n—1)=no(n)=n-1

= Sgn((n -1 n)) *Apn-1"An-1n" Z Sgl’l(O’) *Ag(1),1 " Ae(2),2 " - -+ " Ao(n—2),n—2
€S2

= —det ((ai’j)15i,j§n—2) .

Durch wiederholtes Anwenden dieser Formel und unter Beachtung der Tatsache, dass fiir n = 1 detA = det(0) = 0 und

fiir n =2 detA=det ( 0 = —1 gilt erhélt man das folgende.

1
1 0
Fiir n ungerade: |detA| = det(0) = 0 und damit auch detA=0.
Fiir n gerade: detA = (—1)%.
Insgesamt ergibt sich

0 fir n==41 mod4
detA= 1 fir n=0 mod4
-1 fir n=2 mod4

Aufgabe G3 (Vandermondesche Determinante (*))
Berechnen Sie (mit Hilfe einer Induktion nach n € N) die Determinante

2 n—1

1 x; X7 X7
2 n—1

1 xy X3 x5

Vo(x1,...,x,) :=det . .
2 .. n—1

1 x, x; x,

Dabei seien x,...,x, € R beliebig und n > 1.




Losung: Addiert man in der gegebenen Matrix zuerst das (—x;)-Fache der vorletzten Spalte zur Letzten, dann das
(—x7)-Fache der n — 2-ten Spalte zur n — 1-ten usw. und im letzten Schritt das (—x; )-Fache der ersten Spalte zur Zweiten,
so dndert sich die Determinate der Matrix dadurch nicht, und man erhélt

(1 x; x} - X! 1 x; xP - 0
2 n—1 2 n—1 __ n—2
1 xy x35 x5 1 xy X3 X3 X135
Vo(xq,.0,x,) = det| . = det .
2 n—1 2 n—1 __ n—2
\1 x, x; x; 1 x, x; X, XX,
(1 0 0 0
2 n—1 n—2
1 xp—x7 X5;—Xx1Xy -0 X3 —X1X5
= det
\1 x,—x; x2—x;x, - xPl—xpx?
(1 0 0 0
n—2
1 oxg—x; (p—x)xg o0 (xp—x1)x;
= det
n—2
K 1 Xn =X (xn_xl)xn (xn_xl)xn

Entwickelt man diese Determinante nach der ersten Zeile und verwendet die Linearitit der Determinante in jeder Zeile,
dann ergibt sich

Xy —x1 (Xp—x1)xy - (Xz—xl)x;“z
Vo(x1,..0,x,) = 1-det
Xo= Xy (=X, o (0 —xp)x] 72
1 x5 - x;‘_z
= (xg—x)(x3—x7) ... (x, —x;)-det
1 x, - x;l—2
= (g —x1)(x3=x1) oo O = x1)  Vimq (g5 -5 X))

Daraus ergibt sich die Vermutung

Vo(3q, e x) = l_[ (x; —x;) .

1<j<i<n

Diese Vermutung wird nun unter Verwendung der letzten Gleichung mittels Induktion bewiesen.

* Induktionsanfang: Fiir n = 2 gilt

1 x
Vo(xq,x5) = det( 1 x; ) =Xy—X; = l_[ (x; —x;) Vx;,x; €R.
1<j<i<2
D.h. die Behauptung ist fiir n = 2 gezeigt.

* Induktionsvoraussetzung: Es gelte

V(31,0 x) = l_[ (x; —x;)

1<j<i<n

fiir alle xq,...,x, €R.

* Induktionsbehauptung: Es gilt

Va1 (g, X)) = l_[ (x; — x;)

1<j<i<n+1

fiir alle xq,..., X471 €R.




* Induktionsbeweis: Aus der obigen Gleichung folgt

Vipr (1, xn) = (e —xq)(xz —x1) oo (g — x9) - Vi(xg, oo, Xp4)
IVor

2 g x)ln = x) e (n—x)s [ G x))

2<j<i<n+1
= l_l (xl' - XJ) .

1<j<i<n+1

w.z.b.w.

Es gilt also
Vo (x1,..x,) = l_[ (x;—x;) VneN,n>1,xy,...,x, €R.

1<j<i<n




Hausiibung
Aufgabe H1
Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen.
(a)
(1 2 2 3 5)
11 010
Ai=]0 0 6 1 0
7 8 1 0 2
\1 4 0 3 1 )
(b
(1 2 0 0 0)
21 0 0 O
A,=|1 2 3 0 0
5 9 0 4 5
\3 0 0 5 4)
©
1 2 1 1 2
00 -1 9 5
A;=|0 1 3 7 6
2 4 2 5 6
4 8 4 6 3
Losung:

(a) Wir entwickeln zuerst nach der 3-ten Zeile und dann jeweils nach der 2-ten Zeile.
1 2 3 5 1
1

detA1 == 6 .

\S]

1 0 |1
0 2|77
3 1 |1

O~ OoON

5
0
2
1

~
N 0O -
A 0~

3 5
=6(— 0 2
3 1
2 2 5 5
—(—8 1 2|+ 2)
401 |1 01
—6(—108+ 84— 90) — (18 — 14) = 6(—114) — 4

+

N oo N
_ g
N owow
_ g -
N oo
— N Ul
——

5

2

1
2
1

= —688
(b) Aj ist von Blockgestalt, d.h. es gilt
1 2 4 5
— Ty — . . = —_ . . —_ e}
det(Az)—det(Az)—’ 5 1 ‘ 3 ’ . 4‘ (1—4)-3-(16—25)=81
1 2 1 1 2 1 2 1 1 2
0 0 -1 9 5 0 0 -1 9 5
(c) Ein moglicher Umformungsschritt des Gauf3algorithmusist [0 1 3 7 6|~ |0 1 3 7 6
2 4 2 5 6 o 0o o0 3 2
4 8 4 6 3 0 0 0 2 -5
Daraus ergibt sich
12 1 1 2
00 -1 9 5
det(A;)=|0 1 3 7 6 =det(1)"(1) _31' ‘; _25’=—15—4=—19.
o0 o0 3 2
0O 0 0 2 -5




Aufgabe H2
Es sei A € C. Berechnen Sie die Determinante der Matrix

A1 1 1
1 A1 1
1 1 21
1 1 1 A
und entscheiden Sie fiir welche A € C sie invertierbar ist.
Losung:
A1 1 1 A—-1 0 0 1-2
1 A 1 1 10 A—1 0 1-2
1 1 A 1| 0 0 A—1 1-A
1 1 1 A 1 1 1 A
1 0 0 -1
01 0 -1
— (7 _1\3 . N .
=(A-1) 00 1 -1 (Linearitit in den ersten 3 Zeilen)
1 11 A
1 0 0 -1
0 1 O -1
— (7 _1\3 —(L—1)3-
=A-1) 00 1 -1 =(A-1)-(A+3).
0 0 0 A+3
Damit ist die Matrix fiir alle A € C\{1, —3} invertierbar.
Aufgabe H3
Uber Z/5Z betrachten wir die Matrix
1 2 A 0
ao—| 0O A+a 0 0
AT 47 3 1 0
2 4 20 A+1

(a) Berechnen Sie die Determinante von A, .

(b) Bestimmen Sie samtliche Werte von A € Z/5Z, fiir die A, invertierbar ist.
Losung:

(a) Wir entwickeln detA, zuerst nach der vierten Spalte und erhalten

1

S L2
detA, = =(A+1)] 0 A+4 O
47 3 1 0 a0 3 1

2 4 2 A+1

Entwickeln der 3 x 3-Determinante nach der zweiten Zeile liefert
1 2 A 1 2
detA, =(A+1)] 0 A+4 0 ([=(A+1)(A+4) W1 ‘
47 3 1

und somit

detA;, = (A+1)(A+4)(1 —422).




(b) Die Matrix ist genau dann invertierbar, wenn detA, # 0 gilt. Wir betrachten deshalb die Gleichung
detA; =(A+ 1A +4)(1—42>) = A+ 1A +4)(1 —21)(1 +21) =0.

D.h. in Z/5Z gilt

detA; =1:4-1-1#0

detA; =2-5-(-1)-3=2-0-4-3=0
detA; =3-6-(—3):5=3-1-2-0=0
detA; =4-7-(=5)-7=4-2-0-2=0
detA; =5-8-(~7)-9=0-3-3-4=0.

A
A
A
A
A

-hwtl»—-o
U

Das bedeutet A = 0 ist der einzige Wert fiir den A, invertierbar ist.




