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Aufgabe T1 (Jordansche Normalform)
Die Matrix A besitze nur die Eigenwerte 1 und —1. Geben Sie eine Jordansche Normalform von A an fiir den Fall, dass

(a) die algebraische Vielfachheit sowie die geometrische Vielfachheit beider Eigenwerte zwei ist.

(b) die algebraische sowie die geometrische Vielfachheit vom Eigenwert 1 eins ist, die algebraische Vielfachheit vom
Eigenwert —1 drei und die geometrische zwei ist.

(c) die algebraische sowie die geometrische Vielfachheit vom Eigenwert 1 eins ist, die algebraische Vielfachheit vom
Eigenwert —1 drei und die geometrische eins ist.
Losung: Aus den Vielfachheiten der Eigenwerte lassen sich die folgenden Informationen iiber die Jordanblécke ablesen:
* Die Summe der algebraischen Vielfachheiten ist gleich der Raumdimension.
* Die algebraische Vielfachheit ist die Summe der Grof3en der Jordanblocke zum entsprechenden Eigenwert.
* Die geometrische Vielfachheit ist die Anzahl der Jordanblécke zum entsprechenden Eigenwert.
Damit folgt:

(a) Eine Jordannormalform J von A besitzt zu jedem Eigenwert zwei Jordanblécke der GroRRe eins, zum Beispiel

1 0 O 0
01 O 0
J= 0 0 -1 O
0 0 0 -1

(b) Eine Jordannormalform J von A besitzt einen Jordanblock zum Eigenwert 1 der Grof3e eins und zwei Jordanblocke
zum Eigenwert —1 der GrolRe eins bzw. zwei, zum Beispiel

1 0 0 O
0 -1 1 0
J= 0 0 -1 O

(c) Eine Jordannormalform J von A besitzt einen Jordanblock zum Eigenwert 1 der GrofRe eins und einen Jordanblock
zum Eigenwert —1 der Grof3e drei, zum Beispiel

10 0 0
0 -1 1 o0
T=lo o -1 1
0 0 0 -1

Aufgabe T2 (Jordansche Normalform)
Bestimmen Sie je eine Jordansche Normalform der Matrizen

1 0 0 0 1 -11 1 -1 0
0 1 1 10 -11 1 -1 0
A=]-1 -1 3 1 0| und B=|-2 1 -1 0 1
0 0 0 21 -1 0 -1 0 1
-1 0 0 0 3 -3 2 0 -1 1

Tipp: Berechnen Sie zur Bestimmung der Jordanschen Normalform von B zunéchst die Matrix B>.




Losung: Zuerst sind die Eigenwerte von A zu bestimmen. Fiir das charakteristische Polynom von A gilt

1-t 0 0 0
0 1-t 1 1
P,(t) = det(A—tE)=det| -1 -1 3-t 1
0 0 0 2—t
-1 0 0 0
Entwicklung 11—t 0 0 1
nach der
4. Zeile 1-t 1 0
= (2—t)det 1 1 3-t o0 —det

-1 0 0 3—t

1
0
0
1
3—t
1-t 0 0 0
1-t¢ 1 1
-1 -1 3-¢t 1
-1 0 0 0

Entwicklung
nach der

el 2-0[1-0D@-)((1-)B-t)+1)+((1-)B-t)+1)]
= -0 -0@-t)+12=2-t)(t2—4t+47?=(2-t)(t—2)*

=  (@-tr
Folglich besitzt A nur einen Eigenwert und zwar A = 2 (mit der algebraischen Vielfachheit fiinf).
Die Matrix
-1 0 0 0 1
0 -1 110
A-2E=|-1 -1 1 1 O
0 0 0 01
-1 0 0 0 1

hat offensichtlich Rang drei, d.h. die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A ist zwei. Die Jordansche Normalform
besteht also aus zwei Jordanblécken. D.h. es gibt (bis auf Vertauschen der Jordanblocke) die zwei Moglichkeiten

21000 2 0 0
02000 021
J;=|0 0 2 1 0f und J,=|0 0 2
000 2 1 0 00
0000 2 0 00

[N ST e Ne

N = O OO

Offensichtlich ist (J; — 2E)® = 0 und (J, — 2E)® # 0. Dasselbe gilt dann auch fiir alle Zhnliche Matrizen (B — 2E).

Wegen
0O 0 0 0 O 0
-1 0 0 0 1 0
(A—2E)?=]0 0 0 0 O| und (A—2E®*=]0
-1 0 0 0 1 0
0O 0 0 O O 0

kann A nicht dhnlich zu J, sein. D.h. eine Jordansche Normalform von A ist

2 1000
02000
J=l0 0210
000 21
0000 2

Zur Bestimmung der Jordanschen Normalform von B berechnet man zunéchst

-1 1000 0 00
-1 1000 0 00
B>=| 0 0 0 0 O| und B>=|0 0 O
0 00 00O 0 00
-1 1000 0 00

el eNoNeNe

el eNoNeNe)

0 0 O
0 0 O
0 0 O
0 0 O
0 0 O
0
0
0
0
0




D.h. die Matrix B ist nilpotent, hat also nur den Eigenwert A = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 5).

AuRerdem schlieft man aus B = 0 und B2 # 0, dass der grofte Jordanblock in der Jordannormalform von B die GréRe
drei hat.

Des Weiteren berechnet man den Rang von B, dieser ist drei. Also ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts Null
gleich zwei und es gibt zwei Blocke in der zugehorigen Jordanschen Normalform.

Zusammen hei3t das

<

I
cococoo
Ccocoor
ocococoo
oo~ oo
o~ ocooco

ist eine Jordansche Normalform der Matrix B.

Aufgabe T3 (Jordansche Normalform und Potenzen von Matrizen)
(a) Bestimmen Sie eine Jordansche Normalform und eine Jordanbasis fiir die Matrix

Az(j‘g‘ ;‘)

Bemerkung: Eine Jordanbasis ist hier eine Basis des R?, bzgl. der die Matrix in Jordannormalform vorliegt.
(b) Berechnen Sie A" fiir alle n € N.

Losung:

(a) Das zur Matrix A gehorige charakteristische Polynom ist

4—t 4

PA(t)zdet( __9 8_¢ )=(—4—t)(8—t)+9-4=t2—4t+4=(t—2)2.

D.h. der einzige Eigenwert von A ist A = 2.
Offensichtlich ist der Rang von

-6 4
aa (5 2)
gleich Eins, also ist die geometrische Vielfachheit von A gleich Eins. D.h. die Jordansche Normalform von A ist
2 1
=(21).
Ein Eigenvektor zum Eigenwert zwei ist offensichtlich

w=(2).

Dies ist der erste Vektor der Jordanbasis. Der zweite Vektor v, dieser Basis muss die Gleichung Av, = 2v, + 14
erfiillen. Dies gilt genau dann, wenn

(A—2E)y2:v1<:)( :g g)vzz( ;)

gilt. Dies ist offensichtlich fiir

erfiillt.
D.h. die gesuchte Jordanbasis ist




(b) Aus Aufgabenteil (a) folgt, dass fiir die Matrix

gilt:

Man errechnet leicht, dass

L (-1 1
S _(—3 2

At =(SJSTHr=5J7s7L.

gilt.
Damit ergibt sich

Z.B. mit Hilfe einer einfachen Induktion erhilt man

2 n
n_ on-1
(21,
-1 1Y _ a2 -1 —2-3n 2+2n
-3 2 3 -1 -6 4

Daraus folgt

2 -1 2
n o _ n—1
wo= (50 )(5

Aufgabe T4 (Jordansche Normalform)

Es seien A, A,,...,Ag € M5(C) komplexe 5 x 5-Matrizen, die alle den Eigenwert A € C haben und keinen weiteren.
Zeigen Sie, dass mindestens zwei der Matrizen A;, A,,...,Ag zueinander dhnlich sind.

Losung: Bekannt ist, dass zwei Matrizen mit der gleichen Jordanschen Normalform (bis auf Permutation der Jordan-
blocke) dhnlich sind.

Mit den gegebenen Bedingungen gibt es bis auf eine Permutation der Jordanblocke nur die folgenden Moglichkeiten fiir
die Jordansche Normalform:

20000\ (A 1000\ (A 1000 2100 0
042 000 02000 0 A4 100 020 00
002r00[,[00 200,00 2a200[,]O0021o0],
000 A 0 000 A 0 000 A 0 000 A0
\0 0 0 02/ \o 000 A/ (00002 000 0 2
(A 1.0 0 0 (A 1 0 0 0) 2100 0
024100 02000 042100
00 A 10[,[00 21 0fud [0 0 A 10
000 A 0 000 A 1 000 2 1
00002/ \0 0O O A 000 0 2

Dies sind nur sieben Méglichkeiten, d.h. mindestens zwei der gegebenen acht Matrizen haben (bis auf Permutation der
Jordanblocke) dieselbe Jordansche Normalform und sind somit dhnlich zueinander.




