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Aufgabe T1 (Bilinearformen)

Es seien x = ( X ),yz ( 7 ) € R? beliebig.
X2 Y2

Wir betrachten die beiden Bilinearformen

F;:R*xR? >R, (x,y) = x1y7 +2x1Y5 + X5¥1 + 25y, und
F,:R*xR* >R, (X, ¥) = x1y1 +X1Y2 + Xoy1 +2X5)5 .

(a) Geben sie die Matrizen der Bilinearformen F; und F, beziiglich der Standardeinheitsbasis des R? an.

(b) Geben sie die Matrizen der Bilinearformen F; und F, beziiglich der Basis B = (vy, 1) mit

o (3) (1)

an. Fithren Sie dazu einen Basiswechsel aus. Wie konnte man diese Matrizen alternativ bestimmen?

(c) Fiir welche i € {1,2} ist Q; mit Q;(x) := F;(x, x) eine quadratische Form. Zeigen Sie ihre Aussagen.

Losung:
(a) Die Standardeinheitsvektoren seien wie gewdhnlich mit e; und e, bezeichnet. Dann ist die gesuchte Matrix der

Bilinearform F; gleich
( Fi(e1,e1) Fi(eq,e;) ):( 1 2 )
Fi(ey,e1) Fi(ey,e,) 1 2

( Fy(eq,e1) Fyleg,ey) ):( 1 1 )
Fy(es,e1) Fyley,e;) 1 2 )°

(b) Die Transformationsmatrix S ist gleich

und die von F, gleich

~
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D.h. die Matrix von F; bzgl. der Basis B ist gleich
ST 1 2 S = 1 0 1 2 1 (1 2 11\ (13
1 2 L1 1 1 2 0 L2 4 0 1) 26
und die Matrix von F, bzgl. der Basis B ist gleich
ST 11 S = 1 0 11 1 1) (11 1 1) (12
1 2 L1 1 1 2 0 L2 3 01) 25 )"

Alternativ kann man die Matrizen bestimmen, indem man wie im Aufgabenteil (a) die Basisvektoren v; und v, in
die Bilinearformen einsetzt.
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(c) F, ist eine symmetrische Bilinearform. Fiir solche ist aus der Vorlesung bereits bekannt, dass
Qa(x) = Fy(x,Xx) = X1 X1 + X1 X5 + XoX1 + 2XyXy = X] + 2X1 X5 + 2X5 .

eine quadratische Form ist. Diese heil3t zu F, assoziierte quadratische Form.
Auflerdem gilt

Q1 (x) =F1(x,x) = x1x, + 2x1 X5 + XoX1 + 2X5%, = xf +2x7x9 + X% + 2x§ .

Daraus folgt fiir alle A € R

Q1(Ax)
1
E(Ql(x +¥)—=Q:(x)—Q:(y)

A2xF + 245 Axy 4+ AxyAxy + 2A%x5 = 22Q(x) und

(1 + y1)? 200 + y1)(xg + ¥2) + (g + ¥2) (1 + y1) + 2(x5 + ¥2)?

—xf — 2X1 X5 — XpXq — 2X§ - J’lz —2Y1Ys— YaY1— 2}’22
= 2x1)1 +2x1Y5 +2y1X, + Xo)1 + Yoxq +4x5Y,

Der letzte Ausdruck ist offensichtlich bilinear. Also ist auch Q; eine quadratische Form.

Alternativ kann man zeigen, dass Q(x) = F(x, x) fiir jede Bilinearform F eine quadratische Form ist. Dazu muss
man die beiden obigen Eigenschaften einer quadratischen Form im Allgemeinen nachrechnen.

Aufgabe T2 (Quadratische Form)
Gegeben sei die quadratische Form Q : R® — R mit

X1
Q X, = x2 4 2x3 + 3x5 — 4x;X5 — 4X, X3 .

X3

(a) Geben Sie eine symmetrische Matrix A € R®>%) an, so dass

X1 X1
Q Xy =( Xp Xy X3 )A X,
X3 X3

gilt.

(b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix S derart, dass

STAS =:D
Diagonalgestalt hat. Geben Sie auerdem die Matrix D an.
Losung:
(a) Esgilt
1 _2 O Xl Xl
( X; Xy Xg ) -2 2 -2 Xy | =x242x3 +3x2 — 4x1x, — 4x,x3=Q X,
0 -2 3 X3 X3
D.h. die gesuchte Matrix ist
1 -2 0
A= -2 2 =2
0 -2 3




(b) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass es fiir symmetrische Matrizen eine solche orthogonale Matrix S gibt. Die Spalten
dieser Matrix bestehen aus einem Orthonormalsystem von Eigenvektoren.
Daher berechnen wir zunéchst die Eigenwerte von A und bestimmen ein zugehoriges orthonormiertes Eigenvektor-
system.
Es gilt

1-t -2 0
pa(t) =det -2 2—-t =2
0 -2 3-t
=1-)2-t)3-t)—41-t)—-4B-t)=—-t3+6t2-3t—-10
=2-06G-0(-1-1),
somit sind A; =2, A, =5 und A3 = —1 die Eigenwerte von A.
Wir bestimmen den Eigenvektor v; zum Eigenwert A; = 2 mit Lange 1, d.h. ||v;|| = 1:

-1 -2 0 | O -1 -2 0 | O -1 -2 0 | O
-2 0 -2 | 0 |- 0O -4 2 | 0 |- 0O -2 1 ] 0
0O -2 1 | 0 O -2 1 | O 0 0O 0 | O
Damit ist
-2
u = 1
2

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, = 2. Normiere u,; auf die Linge 1:

uq 1 ~2

lull=vV4+1+4=3 = v=—_=
lusll 3

1
2

Entsprechend berechnen wir normierte Eigenvektoren v, und v zu den Eigenwerten A, bzw. A5 und erhalten

1 1L 1( 2
v,==| -2 und vy = 3 2
2 1
D.h man kann fiir D und S die Matrizen
A0 O 2 0 0 1 -2 1 2
D= 0 A, 0 |=] 05 0 und S=(v1,v2,v3)=§ 1 -2 2
0 0 A, 0 0 -1 2 2 1

wihlen. Fiir diese gilt STAS = S7'AS = SAS = D.

Aufgabe T3 (Quadratische Formen)
Wir betrachten in dieser Aufgabe die Abbildungen

X1
Q,:R® >R, Xy | = x1x5 — X,x5 und
X3
X1
QZ :RB _)R, Xy *—>3X%+3X§+3X§—2X1X2—2X2X3 _ZXIXB.
X3
(a) Sind Q; bzw. Q, quadratische Formen? Zeigen Sie Thre Aussagen.
(b) Eine quadratische Form Q : V — K eines K-Vektorraums V heif3t positiv definit, wenn fiir alle x € V — {0}

Q(x)>0

gilt.
Sind Q; bzw. Q, positiv definit? Zeigen Sie Thre Behauptungen.




Losung:

(a) Man betrachtet die Abbildungen

0o 2 0
F;:R®xR® - R3, Coy)—x"| 2 0 -2 |yund
1
0 -3 0
3 -1 1
Fy:R3xR3 - RS, ,y)—xT| -1 3 -1 |y.
-1 -1 3
X1
F, und F, sind offensichtlich symmetrische Bilinearformen. Auferdem gilt fiir alle x = | x, | €R?
X3
(0 L o
Fie,x) = x"| 3 0 =3 [x=xx—xx3=Q;(x) und
1
\ 0 -3 0
3 -1 -1
Fplx,x) = xT| -1 3 -1 |x= 3xf + 3x§ + 3x§ — 2X1Xy — 2X9X5 — 2X1X5 = Q4(x) .
\ -1 -1 3

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass jede Abbildung Q : R® — R3, x — F(x, x) mit einer symmetrischen Bilinearform
F eine quadratische Form ist.

Daraus folgt, dass Q; und Q, quadratische Formen sind.

Alternativ kann man auch die definierenden Eigenschaften einer quadratischen Form zeigen.

(b) Esgilt

-1
Q, 1 =(-1)-1-1-1=-2<0.
1
X1
D.h. Q, ist nicht positiv definit. AuRerdem gilt fiir alle x = | x, | € R - {0}
X3
Qu(x) = 3x7+3x7 +3x2 — 2x1x5 — 2X,X3 — 2X1X3

2 25 .2 2 .2 2,2 2,2
= X7 —2x1X5 + X5+ x5 — 2x5x5 + X5 + X7 — 2x9x5 + x5 + x7 + x5 + X5

= (%3 —x9)* 4 (xg —x3)* 4+ (x; —x3)* + x>+ xZ +x2 >0
D.h. Q, ist positiv definit.

Aufgabe T4 (Quadratische Form)
Es sei V ein K-Vektorraum und Q : V — K eine quadratische Form. Zeigen Sie, dass dann fiir alle x,y € V

Qlx+y)+Qx —y)=2(Q(x)+Q(y))
gilt.

Losung: Esseien x,y €V beliebig.
Wegen der Definition einer quadratischen Form ist die Abbildung F mit

1
F(x,y):= 3 (Qlx+y)—Q(x)—Q()

eine Bilinearform. AulSerdem ist
Q(Ax) =2A2Q(x)VA K.




Insbesondere gilt

0 = F(x,y)—F(x,y)=F(x,y)+F(x,—y)= % (Qx+y)—Q(x)—Q(y)) + % (Qx—y)—Q(x)—Q(-y))
1
= 5 (Qxr+y)-Q) = Q) +Qlx = y) - QAx) — (-1)*Q))
1
= Qb +y+Qlx-y)-2-Q)=2-Q) -

Daraus folgt die Behauptung
Qlx+y)+Q(x —y)=2QRMx)+ Q).




