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Aufgabe T1 (Orthogonalraum)
Es sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und U, W C V Untervektorrdume von V.
(a) Zeigen Sie, dass
U+w)yr=vtnwt
gilt.
(b) Zeigen Sie, dass
Unw)t=vt+wt
gilt
Losung:
(a) Esseix € UrNnw+. Dann folgt aus der Definition des Orthogonalraums, dass
(u,x) =0VueUund (w,x) =0YweW
gilt. Daraus folgt fiir jedes Element u+w e U + W
(u+w,x)=(u,x)+ (w,x)=0.
Also ist x € (U + W)+, woraus
U+w)ro2utnwt
folgt.
Sei nun andererseits x € (U + W)*. Dann gilt fir alleu c Uund w e W ,
0= (u+w,x)=(ux)+ (w,x) @

Setzt man in Gleichung (1) w = 0, so ergibt sich
(u,x)=0VueU=>xeU".
Setzt man in Gleichung (1) u = 0, so ergibt sich
(w,x)=0VweW =>xeW.

Also ist x € Ut N W+, woraus
U+w)tcutnwt

folgt.
Insgesamt ergibt sich
U+w)t=vtnwt.

w.z.b.w.




(b) Wendet man die in Aufgabenteil (a) gezeigte Identitit auf die Untervektorraume U+ und W+ an, so ergibt sich

(Ut +w) = (Ut) n(wh) .

~inl ~ ~
Aus der Vorlesung ist bekannt, dass (Ui) = U fiir jeden Untervektorraum U von V gilt. Damit folgt

Unw)t = ((UL)L N (WL)i)l - ((UL JFWL)L)L =ut+wt.

w.z.b.w.

Aufgabe T2 (Q-R-Zerlegung)
Gegeben sei die Matrix

A=

==
= = O
_= O O

Berechnen Sie die Matrix Q, deren Spalten aus den Vektoren der Orthonormalbasis besteht, welche man erhilt, wenn
man das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren auf die Spaltenvektoren von A anwendet.

Bestimmen Sie aullerdem eine obere Dreiecksmatrix R, fiir die
A=Q-R

gilt.

Bemerkung: Fiir jede Matrix A mit linear unabhéngigen Spalten gibt es eine orthogonale Matrix Q und eine obere Drei-
ecksmatrix R mit A = Q - R. Die Matrix Q entsteht dabei wie in der Aufgabe beschrieben. Diese Zerlegung der Matrix A
nennt man Q-R-Zerlegung.

Losung: Es seien by, by, b5 die Spalten der Matrix A an. Durch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren
erhalten wir nacheinander
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Die Vektoren v, vy, V5 bilden dann die Spalten der Matrix Q. D.h es ist
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Wegen Q7 = Q™! muss dann
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gelten. Also hat A die Q-R-Zerlegung
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Aufgabe T3 (Selbstadjungierte Endomorphismen)
Es sei V ein euklidischer Vektorraum.
Ein Endomorphismus ¢ : V — V heil3t selbstadjungiert, wenn

(x,0(y)) =(p(x),y) Vx,y €V

gilt.
Seien nun f, g : V — V zwei selbstadjungierte Endomorphismen. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Aussa-
gen.

(i) f o g ist ein selbstadjungierter Endomorphismus
(i) fog=gof

Losung: Da f und g selbstadjungiert sind, gilt fiir alle x,y € V

((f o)), y) = (f(8(x)), ¥) = (g(x), F(3) = (x, 8(f (¥))) = (x,(g o fI¥)) - )

* Es gelte (i). Aus der Gleichung (1) folgt dann fiir alle x,y € V

(x,(go ) =((f o)), y) = (x,(f 0 g)(¥)) = (x,(fog—gof)y)=0.

Setzt man hier x = (f o g — g o f)y, so folgt (da das Skalarprodukt positiv definit ist)
(fog—gofly=0VyeV=fog=gof.

D.h. es gilt (ii).
* Nun gelte (ii). Dann folgt aus der Gleichung (1) fiir alle x,y € V

(fog)x),y) = (x,(g o ) = (x,(f 2 )¥)) -

D.h. es gilt (i).

w.z.b.w.

Aufgabe T4 (Orthogonale Abbildungen)
(a) Sei ¢ eine orthogonale Abbildung und A € R ein Eigenwert von ¢.

Welche Werte sind fiir A moglich? Geben Sie fiir jeden moglichen Wert von A eine orthogonale Abbildung an, die
diesen Eigenwert besitzt.
(b) Sei ¢ eine unitidre Abbildung und A € C ein Eigenwert von ¢.

Welche Werte sind fiir A moglich? Geben Sie fiir jeden moglichen Wert von A eine unitére Abbildung an, die diesen
Eigenwert besitzt.

Losung:




(a)

(b)

Sei v ein zu A gehoriger Eigenvektor. Wegen der Definition von orthogonalen Abbildungen gilt
(v,0) = (p(¥), p(1)) = (Av, 2v) = 2% (v, V).

Da v und damit auch (v, v) ungleich Null ist, folgt A2 = 1 und damit auch A = +1.
Die Abbildung
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hat offensichtlich die Eigenwerte 1 und —1. Aullerdem ist sie offenbar bijektiv und fiir alle ( il ) € R? gilt

2
X
loColl = H( o )H = et =lxl.

D.h. die Abbildung ist bzgl. des Standardskalarprodukts orthogonal, also ist sie das gesuchte Beispiel.

Sei v ein zu A gehoriger Eigenvektor. Wegen der Definition von unitéren Abbildungen gilt

(v,0) = (), p(1)) = (Av,Av) = |41 (v, v).

Da v und damit auch (v, v) ungleich Null ist, folgt |A| = 1 und damit auch A = e mit einer beliebigen reellen
Zahl u.

Die Abbildung
<pM:(C—>(C:v+—>ei“v

hat offensichtlich den Eigenwert e’*. AuRerdem ist sie offenbar bijektiv und fiir alle z € C gilt
lou @Il = ||ez]| = le™ ] llzll = llzIl

D.h. die Abbildung ¢, ist bzgl. des Standardskalarprodukts orthogonal. Damit sind die gesuchten Beispiele gefun-
den.




