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Aufgabe T1 (Orthogonalraum)
Es sei

[y
N
~N

w
@)
O

Berechnen Sie A+ und (A')* beziiglich des Standardskalarprodukts im R®.
Losung: Aus Aufgabe H2 vom Ubungsblatt 7 ist bekannt, dass
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gilt. Die zugehorigen Umformungen des Gauf3-Algorithmus sind
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D.h. es gilt
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Daraus folgt
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Aufgabe T2 (Orthogonalraum)
Es seien V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum und A, B € V Teilmengen. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
gelten.

(a) ACB=>BLcal
(b) ACB+t < BcAtl




(© Ac (at)”
(d) A= ((Ai)i)l

Losung:

(a) EsseiACBundweBt={veV|(x,v) =0VYx €B}.
Dann gilt (x,w) =0Vx € B und wegen A C B folgt daraus (x,w) = 0Vx € A. D.h. es gilt

weAt={veV|(x,v)=0Vx €A}.
Daraus folgt die Behauptung
Btcat.
(b) Esgelte AC B D.h. es ist
ACB*={veV|(x,v)=0Vx eB}.

D.h. fiir alle a e Aund b € B gilt

Also gilt fiir alle b € B

Das bedeutet es ist

Damit ist
ACBl=BcaAt

gezeigt. Die Umkehrung erhilt man, indem man die Rollen von A und B vertauscht.

(c) Esgilt
At={veV|(x,v)=0Vx €A}.

Insbesondere ist also fiir alle a € A und v € A+

(v,a) ={a,v)=0.
Daraus und aus der Definition
(Al)l = {w eV|{v,w)=0Vv GAL}
folgt, dass
L
ae (A ) YaeA
gilt. D.h. es ist

AC (Ai)l.




(d) Setzt man im Aufgabenteil (c) anstelle von A die Menge A' ein, so erhélt man

At C ((Al)l)l .
Sei nun
we ((Ai)i)l - {uev| (x,v) =0Vx € (Al)l} .
Dann folgt
(x,w)=0Vx e Al)i ,

woraus wegen A C (Ai) + (siehe Aufgabeteil (c))
(x,w)=0Vx €A
folgt. D.h. es ist
weAt={veV|(x,v)=0Vx €A}.
Das bedeutet es gilt auch
((AL)L)L cal.

Zusammen ergibt sich
1
a=((«))

Aufgabe T3 (Winkel)
Es sei V ein unitirer Vektorraum. Aulierdem bezeichen Z(v,w) den Winkel zwischen den Vektoren v und w.
Zeigen Sie, dass fiir alle v,w € V — {0} gilt:

(@ ZAv,uw)=Z(v,w)VA,u€RmitA-u >0
b)) L(-v,w)=n—ZL(v,w)
(@ ZL(v,w)=~L(w,v)

Losung:

(a) Nach Definition gilt fiir alle A,y € R mit A -y >0

Re(Av,uw)  Re(Au(v,w)) Re(v,w)  Re(v,w)
1A fluwl]l AL [[v]l - |ul - (W] Mlu- ol - {wll el {wl

cos Z(Av,uw) = =cosZ(v,w).

Daraus folgt
L(Av,uw) = L(v,w).

(b) Es gilt
Re(-v, Re (v,
cosZ(—v,w)= e{zv,w) =— e v, w) =—cosZ(v,w).
= vl liwll ]l - [lwll
Daraus folgt
L(—v,w)=n—ZL(v,w).
(c) Esgilt
Re (v, w) Re(w, v) Re (w, v)
cosZ(v,w) = = = =cosZ(w,v).

el -liwll Al liwll flwll - el

Daraus folgt
L(v,w)=~L(w,v).




Aufgabe T4 (Skalarprodukt und Norm)

Sei V ein euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt (:,-) und der Norm ||v|| := +/ (v, v).
Zeigen Sie, dass dann fiir allea,b € V

a—b lLa+b < |da|=|b|
gilt.
Losung: Laut Definition ist

a—b lLa+b < {(a—b,a+b)=0.

Des Weiteren gilt

(a—b,a+b)=0 < (a,a)—(b,a)+{a,b)—(b,b)=0
— —— =

=lall? =(ba)  =|p|2
llall* = 1Ib]1* =0

= [al*=Ib|P
llall =1bll.

Dies zeigt die Behauptung.




