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Aufgabe T1 (Skalarprodukte)
(a) EsseiV ein R-Vektorraum. Zeigen Sie, dass V mit der Abbildung
() VXV >R
genau dann einen euklidischen Vektorraum bildet, wenn (-, -) linear in der ersten Komponente, symmetrisch und
positiv definit ist.
(b) EsseiV ein C-Vektorraum. Zeigen Sie, dass V mit der Abbildung
(,):VxV—>C

genau dann einen unitdren Vektorraum bildet, wenn (-, ) linear in der ersten Komponente, hermitesch und positiv
definit ist.

Aufgabe T2 (Eigenwerte symmetrischer Matrizen)
(a) Essei A€ M,(R) eine symmetrische Matrix (d.h. AT = A).
Zeigen Sie, dass zwei Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigenwerten senkrecht aufeinander stehen (bzgl. des
Standardskalarprodukts in R™).
Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass fiir alle Vektoren v,w € R"

(v,Aw) = (Av,w)
gilt.
(b) Essei A€ M,(C) eine Matrix mit A’ =A. Dabei bezeichne A diejenige Matrix, die aus A entsteht, indem man jeden
Eintrag konjugiert.
Zeigen Sie, dass jeder Eigenwert von A reell ist und dass zwei Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigenwerten
senkrecht aufeinander stehen (bzgl. des Standardskalarprodukts in C").

Aufgabe T3 (Orthogonalisierungsverfahren)
Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von span{b;, by, b3} mit
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Aufgabe T4 (Cauchy-Schwarz Ungleichung)
Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (:,-).

(a) In der Vorlesung haben Sie gesehen, dass fiir alle Vektoren x, y € V die Ungleichung von Cauchy-Schwarz
|Gy < Dl Hiyll
gilt. Zeigen Sie, dass bei dieser Ungleichung genau dann Gleichheit gilt, wenn x und y linear abhéngig sind.
(b) In der Vorlesung haben Sie gesehen, dass fiir alle Vektoren v,w € V die Dreiecksungleichung

v +wll < Ilvll+wll
gilt. Wann gilt in dieser Ungleichung die Gleichheit? Zeigen Sie ihre Behauptung.




