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Aufgabe T1 (Zum Aufwirmen: Ahnlichkeit)
Seien A und B dhnliche Matrizen. Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Aund B haben die gleiche Determinante.

(b) A und B haben die gleiche Spur.

(c) Aund B haben das gleiche charakteristische Polynom.
(d) Aund B haben die gleichen Eigenwerte.

(e) Aund B haben die gleichen Eigenvektoren.

(f) Aist genau dann diagonalisierbar, wenn B diagonalisierbar ist.

Losung: Sei A~ B. Dann gibt es eine invertierbare Matrix T, so dass B = T AT gilt.
(a) Die Aussage ist wahr: det B = det(T AT) = det(T ') det(T) det(A) = detA.

(b) Die Aussage ist wahr und wurde schon in Lineare Algebra I gezeigt (Satz 6.1.5). Wer sich nicht erinnert, sollte es
zur Ubung nachweisen! Dafiir zeigt man zunéchst tr(AB) = tr(BA) und folgert daraus die Behauptung durch

tr(B) = tr(T'AT) = tr(T(AT)) = tr((AT)T 1) = r(A(TT™1)) = tr(A).
(c) Die Aussage ist wahr: es ist T"'E, T = E,,, also folgt
det(B — AE,) = det(T AT — AE,) = det(T"'(A— AE,)T) = det(A — AE,).

(d) Die Aussage ist wahr und folgt direkt aus c).

(e) Die Aussage ist falsch. Betrachten wir etwa ¢ als Spiegelung an der Winkelhalbierenden in R2. Sei A die darstellende
Matrix von ¢ beziiglich der Standardbasis B; und B die darstellende Matrix von ¢ beziiglich der Eigenvektorbasis
B, :={(1,1)7,(~1,1)T}. Es ist also

0 1 1 0
A= (1 O) und B= (0 _1)
Da beide Matrizen die gleiche Abbildung darstellen, sind sie dhnlich. Andererseits sind die Eigenvektoren von A
genau die Elemente von B, und die Eigenvektoren von B genau die Elemente von B;.

(f) Die Aussage ist wahr: sei 0.B.d.A. die Matrix A diagonalisierbar, es gelte also A ~ D fiir eine Diagonalmatrix D.
Andererseits ist B ~ A. Aus der Transitivitit folgt B ~ D, also ist auch B diagonalisierbar.

Aufgabe T2 (Mehrfache Nullstellen)
Fiir ein Polynom f =ay + -+ + a,x" € K[x] bezeichnen wir mit

Df :=a; +...+na,x"!

die Ableitung. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a) a ist eine mehrfache Nullstelle von f.
(b) a ist eine Nullstelle von f und Df .




(c) a ist eine Nullstelle von ggT(f,Df).
Tipp: Aus der Schule oder der Vorlesung Analysis wissen wir, dass D(f g) = (Df)g + f(Dg) gilt.
Losung:
a) = b): Da a eine mehrfache Nullstelle von f ist, gibt es ein Polynom g, so dass f(x) = (x — a)*g(x) mit k > 2 gilt.
Unter Benutzung des Tipps berechnen wir
Df =k(x — a)""g(x) + (x — @) (D)(x).
Da k > 2 ist, folgern wir Df (a) = 0.
b) = ¢): Da a eine Nullstelle von f und Df ist, muss es Polynome p und g geben mit
f=(x—-a)p und Df =(x—a)q.
Es ist also (x — a) ein Teiler von f und Df. Da h := ggT(f,Df) von jedem anderen Teiler von f und Df geteilt
werden muss, gibt es ein Polynom r mit h = (x — a)r. Folglich ist h(a) = 0.
¢) = a): Essei h(a)=0.Dah sowohl f als auch Df teilt, gilt auch f(a) = Df (a)= 0. Wir konnen also f schreiben als
f(x)=(x —a)g(x) und folgern
0=Df(a)=g(a)+(a—a)Dg(a)=g(a).

Wir kénnen also schreiben g(x) = (x —a)p(x) mit einem Polynom p. Eingesetzt in f erhalten wir f = (x —a)?p(x),
es ist also a eine mehrfache Nullstelle von f.

Aufgabe T3 (Affine Abbildungen und deren Fixpunkte)
Unter einer affinen Abbildung verstehen wir eine Abbildung

@:R* > R?  x— po(x)+b,
wobei ¢, eine invertierbare lineare Abbildung und b einen festen Vektor bezeichnet. Ein Fixpunkt von ¢ ist ein Vektor x
mit ¢(x) = x.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge Aff(R?) := {¢: R?> — R? affin} mit der Hintereinanderausfithrung als Operation eine
Gruppe bildet.

(b) Zeigen Sie, dass ¢ einen Fixpunkt besitzt, wenn 1 kein Eigenwert von ¢, ist.
(c) Finden Sie eine affine Abbildung ohne Fixpunkt, so dass ¢ nicht die Identitdt ist.

Losung:

(a) Die Identitét ist natiirlich affin (setze ¢, =1id und b = 0). Es gibt also ein neutrales Element. Assoziativitat ist klar.
Das Produkt von affinen Abbildung ist wieder affin: betrachten wir dafiir ¢ = ¢y + b; und 3 = ¢y + b,. Dann ist

(0 o)(x) = @o(ho(x) + by) + by = (wo © ¥o)(x) + (po(b2) + b1).

Auch die Inversen von affinen Abbildungen liegen in Aff(R?). Sei ¢ = ¢, + b. Dann ist

@100 = 9 () — g (B)

die Inverse zu ¢, denn es gilt

(pop ™) =w(ps (x)— 9 (b)) =x—b+b=x.

1

Auf die gleiche Weise zeigt man auch (¢! o ¢)(x) = x, so dass ¢! wirklich die Inverse zu ¢ ist.

(b) Da ¢, nicht den Eigenwert 1 hat, ist (¢, — id) invertierbar. Es gilt also
p(x)=x & (po—id)(x)=—b < x = (9, —id) ' (-b).

Die Abbildung ¢ hat also den Fixpunkt (¢, — id)~!(—b).

(c) Aus b) wissen wir, dass ¢, den Eigenwert 1 haben muss. Wahlen wir ¢, etwa als Spiegelung an der x-Achse, haben
wir die Eigenwerte 1 und —1. Beispielsweise konnen wir also die Abbildung

w3 3ot

(geschrieben in der Standardbasis) wihlen. Die Gleichung ¢(x) = x ist dann nicht l6sbar: wir erhalten den Wie-
derspruch x; +1 = x;.




