Wiederholungsaufgaben zu Analysis 11

Anbei einige Aufgaben zur Aufarbeitung von Ana II und Vorbereitung auf die Klausur.
Es gilt das Grundprinzip: Nachdenken und Argumentieren ist immer besser als Rechnen,
inhaltiche Prézision besser als formale Prézision. Die Sammlung wird voraussichtlich noch
erweitert. Die Aufgaben fiir ET liegen zum Teil unter dem fiir Mathematiker und Phyisker
vorgesehenen Niveau.

Sprechstunden der Tutoren sind ca. 2 Wochen vor der Klausur eingeplant. Wenn Sie
vorher Fragen haben, wenden Sie sich bitte an IThren Tutor oder an Horst Heck, um
gegebenenfalls Sprechstunden vorzuziehen.

Kritik des R™. Was ist mit R™ gemeint? Geben Sie eine kritische Bestandsaufnahme ins-
besondere fiir n = 2, 3.

Inhalt. Inwiefern taugt das Jordan-Maf, Flécheninhalt in der Ebene bzw. Volumen im
Raum zu behandeln? Welche Unterscheidungen und welches Vorgehen sind dazu erforder-
lich?

Extrema. Untersuchen Sie f auf lokale Extrema und Extrema
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Extrema. Es sei g : R® — R? eine bijektive lineare Abbildung. Zeigen Sie: es gibt eine
eindeutig bestimmte Abbildung f : R® — R mit
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und f ist differenzierbar und zweimal stetig partiell differenzierbar. Untersuchen Sie f auf
lokale Extrema und Extrema

Extrema unter Nebenbedingung. Fiir a, b, c > 0 sei

azr
Via,be)={|by | |0<z<2* +y* <c}
z

Definieren Sie auf geeignete Weise den zugehorigen OberFliachenInhalt F'(a, b, ¢) und 16sen
Sie die Minimierungsaufgabe fiir ' unter der Nebenbedingung u(V (a, b, c)) = 1.

Tangentialraum und implizite Funktionen. Zeigen Sie, dass die Gleichung



eine Untermannigfaltigkeit M definiert, bestimmen Sie eine Basis des Tangetialraums und
eine Basis des Normalenraums im Punkt

Zeigen Sie, dass z in einer Umgebung des Punktes
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als implizite Funktion f von x und y bzgl. M darstellbar ist und bestimmen Sie die

Jacobimatrix von f im Punkt

Bereichsintegral. Seien a,b, R > 0 und
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B {r(bsint)]O_T_R,O_t_z}

Bestiemmen Sie eine Folge Z,, von Zerlegungen von B mit Weite — 0 und Zellen C' C B
und benutzen Sie diese um

x
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als Limes von Summationen zu den Z,, zu bestimmen.

Cavalieri. Seien ¢ < d in R und

B,CRx{t}, B= |]J B

t€lc,d]
1. Seien die B; messbar und ¢ — pu(B;) stetig. Folgt, dass B messbar ist?
2. Sei B messbar. Folgt, dass die B; messbar sind?

3. Zeigen Sie: Ist B Normalbereich bzgl. der t-Achse, so sind B und die B; messbar
und es gilt

u(B) = / u(By) dt

Cavalieri. Gegeben sei ein Kreiskegel K im Raum mit Spitze S und eine Ebene FE, die
diesen in einer Ellipse mit Flacheninhalt G schneidet. Sei h der Abstand zwischen S und
E. Sei V das von K und E eingeschlossene Volumen. Fiir einen Punkt P auf dem Lot
von S auf E sei Ep die zu F parallele Ebene durch P und G'p der Flacheninhalt dem von
Ep N K eingeschlossenen Fléche.

1. Argumentieren Sie, dass die genannten Flicheninhalte und Volumina existieren

2. Bestimmen Sie Gp aus G und d(P, S)



3. Bestimmen Sie V aus G und h
Benutzen Sie in b) und c¢) das Prinzip von Cavalieri.

Cavalieri und Guldin. Bzgl. eines ON-Koordinatensytems im Raum sei folgende Punktmen-
gen gegeben

Xz Xz
P={|l y |22+ <1}, V={ly]| |+ <1, 0<2<a?+¢*}
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1. Wie kann man P als Fliche verstehen und wie ist dann der Flicheninhalt defi-
niert? Bestimmen Sie diesen Flacheninhalt nach der zweiten Guldinschen Regel und
erldutern Sie die Korrektheit der Methode anhand einer Skizze zu diesem Beispiel

2. Begriinden Sie, dass V' messbar ist und bestimmen Sie das Volumen mittels der
ersten Guldinschen Regel. Erldutern Sie die Korrektheit dieser Regel anhand einer
Skizze zu diesem Beispiel

3. Bestimmen Sie das Volumen von V' mittels des Prinzips von Cavalieri. Erlautern Sie
die Korrektheit dieses Prinzips anhand einer Skizze zu diesem Beispiel

GauBscher Integralsatz. Gegeben scien fiir (z,7) € {(1,2),(2,3),(3,1)} die stetigen und
aber auf K7 nicht differenzierbaren Abbildungen

Qij, Bij + Kig — R, | Ky < By K7
und das Volumen

X

V=V={|y]|] (z) € K, a (;) <:<B (z)} fiir alle (4, 7) € {(1,2),(2,3), (3,1)}
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Geben Sie hinreichende Bedingungen an die o, §;; dafiir an, dass man auf V' den Gau$-
schen Integralsatz anwenden kann und begriinden Sie dies dann.

Rotation. Sei F' auf dem Inneren einer Kugel definiertes zweimal stetig differenzierbares
Vektorfeld. Zeigen Sie: Es gibt ein Gradientenfeld G so, dass

F=G+H wobei HT) = (rotF)(7) x ¥

Graphen. Zeigen Sie: Eine einfache treue Parametrisierung (¢, K) ist genau dann bzgl.
eines positiv orientierten ON-Koordinatensystems x zu geeigneten i-j-Graphen dquivalent
fir alle (4,7) € {(1,2),(2,3),(3,1)}, wenn det Ax(Z) > 0 fiir alle ¥ € dom¢ und k = 1,2,3
- dabei ist Ay(7) die Matrix, die man aus Ju(Z) durch Streichen der k-ten Zeile erhélt.

Griiner Bereich. In der Ebene konnten wir bei der Definition griiner Elementarbereiche in
26.6 auch stiickweise stetig differenzierbare «a, § zulassen. Ist ein analoges Vorgehen auch
im Raum moglich? Begriindung!

Flachenbegriff. Betrachten Sie folgende Version einer Definition von “einfacher Parametri-
sierung” und “Aquivalenz”:



o (¢,K) € Py falls K C R¥! kompakt, messbar und wegzusammenhingend und
¢ : K — R? stetig und ¢ auf K° stetig differenzierbar mit Jacobimatrix von Rand
d—1

o (¢0,K) ~p, (v, H) fiir (¢, K), (¢, H) € Py, falls es Homdomorphismus |si : H — K
gibt, | K° : K° — h° Diffeomorphismus, det Do > auf H° und ¢ = ¢ oo

Diese Definitionen sind fiir die Behandlung der Integralsétze in Dimension
d=2: geeignet () ungeeignet ()

d=3: geeignet () ungeeignet Q)

Begriindungen!
Zylinder. Sei
rcost
V={|rsint | |[0<r<1,0<t<2m, 0<2<1}
z

Bestimmen Sie eine Parametrisierung (¢, K) so, dass 0V = Spur(¢, K) und

| Fai = [ @i

fiir jedes auf einer offenen Umgenung von V' stetig differenzierbare Vektorfeld F.

Zylinderkoordinaten. Sei

rcost
V={|rsint ] |0<r<1,0<t<2m,0<2<1}

Sei definiert
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Zeigen Sie fiir jedes auf einer offenen Umgenung von V' stetig differenzierbare Vektorfeld
F

/u ) + / i + / R ) = /mev(d“' (o)



Alte Klausuraufgaben fiir ET

Wegintegrale.

1. Auf R? sei das Vektorfeld F gegeben mit den Komponenten
Fi(x,y) =2r +siny, Fy(r,y) =y +xcosy

Bestimmen Sie ein Potential (Stammfunktion) ¢(z,y) von F und das Wegintegral

Jr F - dz fiir den Weg
N & T
w0 (;) reb.]

2. Auf R? sei das Vektorfeld F gegeben mit den Komponenten
Fl(xvy):$+y7 F2(x7y):$y

Bestimmen Sie das Wegintegral fr F - dZ fiir den Weg

() = (tfl) te0,1]

Bereichsintegrale.
1. Gegeben sei
B:{(Zj) cR*| 22 +¢y* <2undy > 0}

Bestimmen Sie das Riemann-Integral [ Y d(z,y). Geben Sie dazu die Substitution
geméf der Definition in 25.4 an.

2. Gegeben sei eine Funktion f : R*> — R und die folgenden Teilmenge von R?

B={(z,y) eR*|2>0,2y<1,z—-1<y<az+1}

Schreiben Sie [, f(x,y)d(z,y) als Summe von iterierten Integralen der Form fab | aﬁ((uu)) fdvdu

Aufgabe

1. Taylorpolynom. Bestimmen Sie das Taylorpolynom j3(f)(x) = Tg(z,0) 6.Grades an
der Stelle 0 fiir

f(x) = (sinx)(cosx)

2. Jacobimatrix. Die Abbildung F : R? — R? sei gegeben durch

()= (o)

Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix.



Wegintegrale. Auf R? sei das Vektorfeld F gegeben mit den Komponenten
Fi(z,y) =2y +y, F(z,y)=zy+x
1. Besitzt F ein Potential (Stammfunktion)? Begriindung!

2. Bestimmen Sie das Wegintegral fr F - dZ fiir den Weg
(t) = ( tg) tefo.1]
oder begriinden Sie, dass es nicht extistiert.
Bereichsintegrale. Gegeben sei
Bz{(i) ER’ |2 +y* <lund y > |z| — 1)}
Bestimmen Sie das Riemann-Integral

[ @) )

Differentiation. Die Abbildungen F, G : R? — R? seien gegeben durch

F(o)= (1) a(i)= (o)

Bestimmen Sie die Jacobi-Matrizen

() ()

und leiten Sie daraus die Jacobimatrix Jg( (Zj)) von H = G o F her.
Taylorpolynom. Bestimmen Sie durch Substitution das Taylorpolynom j3(f)(x) = T3(x,0)
3.Grades an der Stelle 0 fiir

f(x) =In(1 + arctan z)

Extremwerte. Sei f : R — R die Abbildung

1
f(x)=x'Ax mit A= |1
2

=~ W
o = N

Welches lokale Extremwertverhalten liegt an der Stelle 0 vor? Begriindung!

Potenz- und Taylorreihen. a) Bestimmen Sie die vierte Ableitung von arctan x an der Stelle

0.



b) Begriinden Sie, dass [ arctantd¢ fiir |2| < 1 durch seine Taylorreihe dargestellt wird
und geben Sie fiir diese die Terme bis zur fiinften Potenz an.

Volumen(integrale) Der Torus T bestehe aus allen Punkten von R?, die vom Kreis {(x, y,0) |
2% 432 = 9} Abstand < /3 haben. a) Bestimmen Sie das Volumen von 7.

b) Bestimmen Sie [, zd(z,y, z). Das geht mit guten Argumenten auch ohne Rechnung.
Differentiation. Die Abbildung F : R® — R? sei gegeben durch

7 _ (cost —sint\ [z
F(w,y,1)7) = (sint cost ) (y)
a) Zeigen Sie, dass F auf R? differenzierbar ist.

b) In welcher Richtung hat das Skalarenfeld x cost — ysint den stirksten Anstieg an der
Stelle (1,1,0)%?

Wegintegrale. Auf R? sei das Vektorfeld F gegeben mit den Komponenten Fi(x,y) =
2zy +y° und Fy(x,y) = x* + 3zy*. Bestimmen Sie fr F - dZ fiir den Weg I" gegeben durch

3
COSt) , t € [=m, 27]

t—2m

sint 2

a) Z(t) = (tfl) ,t€[0,1] baw. b) Z(t) = (6

Zum Nachdenken. Sei Z(t) = (z1(t), z2(t))7, t € [a, ] stetig differenzierbar mit || (¢)|| # 0
fiir alle ¢ € [a, b]. Welche geometrische Bedeutung hat das folgende Integral und warum?

b1 0xo oy
| 3ln0 %20 — a0 0l



