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Aufgabe 1

Sei (M , d) ein beliebiger metrischer Raum. Zeigen Sie:

a) Jede Funktion f : Z→ M ist stetig.

b) Für jeden Punkt a ∈ M ist die Funktion f : M → R, x 7→ d(x , a) stetig.

c) Sei n ≥ 1 eine natürliche Zahl. Die Koordinatenabbildung πi : Rn → R mit πi(x1, . . . , xn) := x i ist
für jedes i = 1, . . . , n stetig.

Aufgabe 2

Betrachten Sie die Funktion f : [−2,2]→ R mit

f (x) := x5+ 2x4+ 16x − 32+
p

|x | .

a) Ist f stetig?

b) Zeigen Sie, dass f mindestens eine Nullstelle hat.
Zeigen Sie , dass die Gleichung f (x) =−1 mindestens eine Lösung x ∈ [−2, 2] besitzt.

Aufgabe 3 Urbilder abgeschlossener Mengen

Seien (M , dM) und (N , dN ) metrische Räume. Zeigen Sie:

a) Für eine Funktion f : M → N sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. Die Funktion f ist stetig.

2. Das Urbild f −1(A)⊆ M jeder abgeschlossenen Menge A⊆ N ist abgeschlossen.

b) Ist f : M → R eine stetige Funktion, so ist die Menge der Nullstellen von f abgeschlossen in M .

Aufgabe 4 Bilder offener/abgeschlossener Mengen

Seien (M , dM) und (N , dN ) metrische Räume und f : M → N eine Funktion. Betrachten Sie folgenden
Aussagen:

a) Die Funktion f ist stetig.

b) Das Bild f (U)⊆ N jeder offenen Menge U ⊆ M ist offen.

c) Das Bild f (A)⊆ N jeder abgeschlossenen Menge A⊆ M ist abgeschlossen.

Sind diese Bedingungen für jede Funktion f : M → N äquivalent? Welche Implikationen gelten?
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