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Aufgabe 1 Quotientenkriterium vs. Wurzelkriterium

Wir wollen in dieser Aufgabe zeigen: Kann die Konvergenz bzw. Divergenz einer Reihe mit
Hilfe des Quotientenkriteriums erkannt werden, so kann sie auch iiber das Wurzelkriterium
festgestellt werden.

Fiir eine Folge (a,,),, komplexer Zahlen setzen wir hierfiir
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a) Sei (b,), eine beschrankte, reelle Folge. Zeigen Sie: Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein ny € N,
sodass fiir alle m > n,, gilt
b,, <limsupb, +¢.
n—oo
b) Zeigen Sie nun

liminfq, <liminfw, <limsupw, <limsupq,
n—0oo n—0oo n—o0 n—oo

Hinweis: Schreiben Sie |a,,| = |a,| - g, - ¢nt1 - - - @m—1 um die dritte Ungleichung zu bewei-
sen. Die zweite Ungleichung ist trivial (warum?). Die erste Ungleichung lésst sich aus der
dritten folgern.

c) Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der folgenden Reihe sowohl mit dem Quotien-
tenkriterium als auch mit dem Wurzelkriterium.
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d) Die Erkenntnisse aus Aufgabenteil b) sind nicht nur fiir Reihen niitzlich. Zeigen Sie:
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Aufgabe 2 Riemannscher Umordnungssatz

Sei ZZO:O a, eine konvergente Reihe mit Gliedern a,, € R. Seien weiter by, b;, b,, ... die positiven
Folgenglieder a, und cy, ¢, c,, ... die strikt negativen Folgenglieder.

a) Zeigen Sie: Es gilt genau eine der folgenden Aussagen:
1. Die Reihe Z,io:o a,, ist absolut konvergent.
2. Die beiden Reihen )~ b, und >~ c, sind divergent.
In der Vorlesung wurde der Riemannsche Umordnungssatz vorgestellt:

Sei Zzio a, eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe reeller Zahlen. Dann
gibt es fiir jede Zahl d € R eine Bijektion m : N — N mit, sodass die Reihe ZZ’;O Ar(n)
konvergiert mit
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b) Betrachten Sie die alternierende harmonische Reihe )’
Bijektion 7 : N, — N, mit
0 (_1)7r(n)+1
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c) Beweisen Sie den Riemannschen Umordnungssatz.




