Analysis 1

. TECHNISCHE

5. Tutorium UNIVERSITAT
DARMSTADT

Prof. Dr. B. Kimmerer Fachbereich Mathematik
W. ReuBwig, K. Schwieger 17. November 2010

Aufgabe 1 Q ist total geordnet

Zeigen Sie: Fiir je zwei rationale Zahlen a, b € Q gilt genau eine der folgenden Aussagen:

a<b, a=>b, a>b.

Aufgabe 2 Multiplikation auf Q

Zeigen Sie: Die Multiplikation

[(P1,91)] - [(P2,92)] :== [(P1 - P2,91 - q2)]

ist auf der Menge der rationalen Zahlen Q = (Z x (Z \ {0}))/. wohldefiniert.

Aufgabe 3 Pythagoraische Zahlentripel

Ein Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen 0 < a,b,c € N mit a® + b? = ¢? heilt pythagoriisches
Tripel.!

a) Finden Sie mindestens 3 pythagordische Tripel. Hinweis: Wer keine Idee hat, kann in Auf-
gabenteil e) Hilfe finden.

b) Die Menge {(x,y) € R? | x> + y? = 1} nennen wir den Einheitskreis.> Begriinden Sie,
warum das Auffinden aller pythagoraischen Tripel dquivalent zum Finden aller rationalen
Punkte, d.h. Punkte mit rationalen Koordinaten, auf dem Einheitskreis ist.

c) Betrachten Sie fiir festes t € R die Gerade y = t(x + 1). Skizzieren Sie die Gerade und
den Einheitskreis. Zeigen Sie: Die Gerade schneidet den Einheitskreis genau dann in einem
zweiten Punkt mit rationalen Koordinaten, wenn die Steigung t rational ist.

Hinweis: Eine quadratische Gleichung mit rationalen Koeffizienten hat entweder keine
rationale oder zwei rationale Losungen.

Benannt nach dem antiken griechischen Philosophen und Mathematiker Pythagoras von Samos (ca. 570 v.u.Z.
-510 vu.zZ.).

Wir verwenden an dieser Stelle die Menge R der reellen Zahlen, auch wenn sie erst in den spateren Vorlesungen
eingefiihrt wird. Zur Bearbeitung der Aufgabe geniigt das Schulwissen iiber reelle Zahlen.




d) Berechnen Sie fiir jede Steigung t € R den Schnittpunkt der Geraden mit dem Einheits-
kreis.

e) Zeigen Sie abschlieRend: Ein Tripel (a, b,c) € N® ist genau dann ein pythagoriisches Zah-
lentripel, wenn es natiirliche Zahlen 0 # p,q € N gibt mit

a=2pq, b=p?—-q?, c=p*+4q*.

Bemerkung: Eine interessante Frage ist, ob es auch von Null verschiedene ganzzahlige Losungen
der Gleichung

a"+b" ="

mit ganzzahligem Exponenten n > 2 gibt. Pierre de Fermat behauptete 1637, dass er einen
kurzen Beweis dafiir gefunden habe, dass es keine solche Losungen gibt. Er gab den Beweis al-
lerdings nicht an. Die Behauptung blieb Jahrhunderte lang offen. Die Suche nach einem Beweis
lieferte zahlreiche interessante Ergebnisse in der Zahlentheorie. Nach langjahriger, intensiver
Forschungsarbeit gelang es schlief3lich Andrew Wiles im Jahre 1995, Fermats Behauptung zu
zeigen.

Der umfangreiche Beweis von Andrew Wiles beruht auf tiefen Sdtzen der Algebra. Ob es — wie
von Fermat behauptet — eine kurzen Beweis gibt, bleibt eine offene Frage. Vielleicht finden Sie
einen ...




