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Anwesenheitsiibungen

Aufgabe 1 Geometrische Reihen

Uberpriifen Sie, welche der folgenden Reihen konvergieren und berechnen Sie ggf. den Wert
der Reihe:

a) 2.2,(3), Q) 2oeo 13 + 30, &) Y12 (L0,

b) 3% (V3), d) Yol 27+ &),

Aufgabe 2 Eine Teleskop-Summe

Betrachten Sie die Folge a, := v/n+1 — 4/n. Untersuchen Sie die Folge (a,), und die Reihe

> f K
1—1 4n aut Konvergenz.

Kontraktionen und Fixpunkte

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung ¢ : X — X heil3t Kontraktion, falls es eine Zahl
0 <L <1 gibt, so dass fiir alle x, y € X gilt:

d(p(x), 9(¥)) <L-d(x,y).

Ein Punkt x € X mit ¢(x) = x heil3t Fixpunkt von ¢.

Aufgabe 3 Banachscher Fixpunktsatz

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und ¢ : X — X eine Kontraktion. Fiir einen Start-
punkt x, € X definieren wir rekursiv eine Folge (x,), durch

Xn-‘rl = (,O(Xn) .

Zeigen Sie:
a) Die Abbildung ¢ besitzt hochstens einen Fixpunkt.

b) Die Folge (x,), ist konvergent. Wir bezeichnen den Grenzwert mit x,, := lim,, x,,.




c) Der Grenzwert x, ist ein Fixpunkt von ¢. (Insbesondere hangt der Grenzwert nicht vom
Startpunkt x, ab.)

d) Fiir jedes n € N gilt die folgende Fehlerabschatzung:

n

d(xn:xoo) S d(xO)Xl) .

1-L

Fassen Sie die eben gezeigten Aussagen in einem Satz zusammen. Dieser Satz hei3t Banachscher
Fixpunktsatz.

Aufgabe 4 Konvergenz und Teilfolgen

Sei (x,,),ey €ine reelle Folge. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
a) Die Folge (x,),cy ist konvergent.
b) Die Folge (x,,),ey ist beschrankt und besitzt genau einen Haufungspunkt.
Diskutieren Sie, ob eine Abschwéachung von b) zu
c) Die Folge (x,,),cy ist beschrankt und besitzt hochstens einen Haufungspunkt.

ebenfalls zu obigen Aussagen dquivalent ist.

Hauslibungen

Aufgabe 43 Banachscher Fixpunktsatz am Beispiel der Fibonnacci-Zahlen

Betrachten Sie noch einmal Aufgabe 20 der 5. Ubung. Dort haben wir gesehen, dass fiir die
Folge der Fibonnacci-Zahlen f, := f; := 1 und f,,, := f,41 + f, der Quotient x,, := f,.1/f,
jeweils eine Kettenbruchdarstellung der Form

1
xnzzf'?l:l—i— ]
" 1+—1

I
1+1

besitzt, insbesondere gilt x,,,; = 1+ 1/x,. Wir wollen mit dem Banachschen Fixpunktsatz zei-
gen, dass diese Folge konvergiert. Hierzu betrachten wir die Abbildungsvorschrift ¢(x) := 1+ %
Zeigen Sie:

a) FﬁrnZlgilt%ansz

b) Fiir x € [%,2] ist auch ¢(x) € [2,2]. Die Abbildung ¢ : [2,2] — [%,2], x — @(x) ist eine
Kontraktion.

c) Folgern Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dass die Folge der Quotienten x,, = f,.1/fx
konvergiert. Bestimmen Sie den Grenzwert g.

d) Welche (unendliche) Kettenbruchentwicklung erwarten Sie fiir g?




Aufgabe 44 Banachscher Fixpunktsatzes am Beispiel des Heron-Verfahrens

Beim Babylonischen Wurzelziehen, auch Heron-Verfahren genannt, in der Aufgabe 42 der
10. Ubung haben Sie niaherungsweise mit folgender Rekursionsformel die Wurzel aus 3 be-
stimmt:

1 3
Xnt1 =50, + x_n) -

a) Wie lasst sich der Banachsche Fixpunktsatz auf diese Folge anwenden? Geben Sie insbe-
sondere einen Startwert x,, ein geeignetes Intervall I € R mit Kontraktion ¢ : I — I und
die Konstante L an.

b) Welche Fehlerabschitzung liefert der Banachsche Fixpunktsatz? Vergleichen Sie diese Ab-
schiatzung mit der Abschédtzung aus Aufgabe 42.

Aufgabe 45 Ein Beispiel eines normierten Raums

Viele wichtige normierte Rdume in der Mathematik sind Rdume von Funktionen oder Raume
von Folgen.! Wir wollen uns in dieser Aufgabe mit einem solchen Beispiel befassen:

Sei £*° die Menge aller beschrénkten Folgen (x,,), mit Werten in den komplexen Zahlen, und sei
¢y die Menge aller komplexwertigen Nullfolgen:

€% :={(xp)m : () ist eine komplexwertige, beschrankte Folge} ,
co = {(xp)m : (x),, ist eine komplexwertige Folge mit lim, x,, = 0} .
Fiir ein Element x = (x,,,),, € £* nennen wir die Zahl x,, (analog zu C") auch die m-te Koordi-

nate von x. Fiir eine Element x = (x,,),, € {*° definieren wir?

12/l := sUp |,z -
meN

Machen Sie sich klar (ohne Beweis, ohne Bewertung):

a) Die Menge {* ist ein Untervektorraum des komplexen Vektorraums aller komplexwertigen
Folgen. Insbesondere ist £ selbst ein komplexer Vektorraum.

b) Die Menge c, ist ein Untervektorraum von £*°.
¢) Durch |||, ist eine Norm auf £* definiert. Somit ist (£*, ||-||,) ein normierter Raum.

Bemerkung und Notation: Wir wollen nun Folgen in £*° untersuchen. Fiir eine solche Folge
(xM) y ist jedes einzelne Folgenglied x™ ein Element von £*, also eine Folge komplexer
Zahlen x™ =: (xfr’f))m.

Sei nun (x™), .y eine Folge in ¢, € £, d.h. fiir jedes feste n € N ist (x,(g))m eine komplexwertige
Nullfolge. Weiter sei die Folge (x™) . beziiglich der Norm ||-||., konvergent mit Grenzwert
g2 =1(g,)m €L™. Zeigen Sie:

d) (Koordinatenweise Konvergenz:) Fiir jedes feste m € N konvergiert die Folge der m-ten
Koordinaten (xr(r’ll))n gegen den Wert g,...

e) Der Grenzwert g liegt wieder in ¢, d.h. (g,,),, ist eine komplexwertige Nullfolge.

1
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Folgen sind schlieBlich Funktionen mit speziellem Definitionsbereich.
vgl. Maximumsnorm auf C"




