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Anwesenheitsiibungen

Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass die folgenden beiden Folgen konvergieren. Argumentieren Sie sorgfaltig mit
Hilfe der Definition einer konvergenten Folge:

3n+1 n>—-2n+1
@n == n ’ n = n3+3n

Aufgabe 2

Eine reelle Folge (a,),ey heildt beschrénkt, falls es eine Zahl M € R gibt, so dass |a,| < M fiir
alle n € N gilt. Zeigen Sie:

a) Jede konvergente Folge ist beschrankt.

b) Sei (a,),cy eine beschréankte Folge und (b, ),cy eine Nullfolge. Dann ist auch die Folge
(¢, )ney mit ¢, := a, - b, eine Nullfolge.

Aufgabe 3

a) Zeigen Sie, dass durch

n
elly == |
k=1

eine Norm auf R" gegeben ist. Diese Norm heilst auch 1-Norm oder Manhattan-Norm.

b) Zeigen Sie, dass durch

l|lx|lo := max{|x,| : k=1,...,n}

eine Norm auf R" gegeben ist. Diese Norm heil$t auch Maximumsnorm.

1/2

Die 2-Norm oder euklidische Norm ||x|l, := (32;_; |x¢|?) '* auf R" kennen Sie bereits aus der

Vorlesung.

c) Skizzieren Sie im R? die Einheitskugeln {x € R : ||x||, < 1} fiir p = 1,2, c0.




Hauslibungen

Aufgabe 35

Zeigen Sie, dass die Folge (a,,),ey mit a, := (—1)" nicht konvergiert. Schreiben Sie Thren Beweis
besonders sorgfiltig auf.

Aufgabe 36

a) Zeigen Sie: Sind (a,),ey und (b,),cn konvergente, reelle Folgen, so ist auch die Produkt-
folge (¢,,)peny mit ¢, := a, - b, konvergent, und es gilt

lim (a, - b,) = (lim a,)-(lim b,) .
n—oo n—oo n—o0
Hinweis: Sie diirfen Aufgabe 2a) der Anwesenheitsiibungen verwenden.

b) Finden Sie zwei reelle Folgen (a,,),ey und (b,),cn, die jeweils nicht konvergieren, aber
deren Produkt (c,),cy konvergiert.

c) Sei (a,),ey eine konvergente, reelle Folge mit Grenzwert a. Untersuchen Sie die Folge
(b,)nen auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. ihren Grenzwert:

b, := aig + 15a,110 + arzl .

Aufgabe 37

a) Sei (a,),>; eine konvergente reelle Folge mit Grenzwert a. Zeigen Sie, dass die Folge
(b;);21 mit
b, = %(al +---4+a,) @)

ebenfalls gegen a konvergiert.

b) Gibt es eine Folge (a,),>1, die selbst nicht konvergiert, fiir welche aber die Folge (b,,),>1
aus (1) konvergiert?

Aufgabe 38 Zusatzaufgabe

Betrachten Sie noch einmal Aufgabe 3 aus den Anwesenheitsiibungen. Man kann zeigen, dass

fiir jedes p > 1 durch
el = (D2 )™ @
k=1

eine Norm auf R" gegeben ist. (Den Beweis wollen wir hier nicht fiihren.)
a) Skizzieren Sie im R? die Einheitskugeln {x € R? : ||x|| p < 1} fiir verschiedene Werte von p.

b) In welchem Sinn ist die Maximumnorm ||-||, ein ,,Grenzwert“ der Normen ||-[[,?
(Dadurch wird auch die Notation ||-||,, gerechtfertigt.)

c¢) Skizzieren Sie die Menge {x € R? : l|lx[|, <1} fiir einige Werte p < 1. Zeigen Sie, dass ||-||,
fiir p < 1 keine Norm auf R" mit n > 2 ist.




