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Anwesenheitsiibungen

Aufgabe 1 Rechnen mit komplexen Zahlen

Betrachten Sie folgende komplexe Zahlen:
a) Bestimmen Sie den Real und Imaginérteil von z; + 23, 2,2, und z—;

Sei z € C und n € N. Eine Zahl r € C heilt Quadratwurzel von z, falls r? = z gilt.

b) Bestimmen Sie alle Quadratwurzeln von —1, von i und von 3 + 4i.

Aufgabe 2

In der Vorlesung wurde gezeigt: Sind ) # J, € R (n € N) abgeschlossene, beschriankte Intervalle mit
Joy1 C J,, fiir alle n €N, so ist der Durchschnitt () _J, nicht-leer.

a) Finden Sie beschrénkte Intervalle @ # J, € R mitJ,,; €J, und () J, =0.
b) Finden Sie abgeschlossene Intervalle @ # J,, € R mit J,, CJ, mit( ), J, =0.

c) Betrachten Sie Q statt R. Finden Sie Intervalle J,, = [a,,b,] € Q (a,, b, € Q) mit J,,; € J, und
N, 7. =0.
n-n

Aufgabe 3

Seien A, B C R nicht-leere, nach oben beschrinkte Teilmengen. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

a) supA <supB.

b) Fiir jedes a € A und jedes € > 0 gibt es ein b € B mita —e€ < b.




Hausiibungen

Aufgabe 27 Harmonisches, geometrisches und arithmetisches Mittel

SeineNund a,,...,a, > 0 reelle Zahlen. Zeigen Sie:

a) Ist Y, a;=n,so gilt

n

[ [a=1.

i=1
und Gleichheit gilt genau dann, wenn alle a; = 1 sind.
b) Es gilt
n
(1 n 1)n51—[ai§(a1+ +an)n'
44 = o n
ai an

In anderen Worten: Das harmonische Mittel n/ (i +--- 4 ai) ist kleiner gleich dem geometrischen
Mittel Y/aj -...-a,, und dieses ist kleiner gleich dem arithmetischen Mittel (a; +-- -+ a,)/n.

Eindeutigkeit von R

Wir wollen in diesen Hausiibungen zeigen, dass es bis auf Umbenennung nur eine Menge reeller Zahlen
gibt. Genauer zeigen wir den folgenden Satz:

Seien R, R, zwei Mengen reeller Zahlen. Dann gibt es eine Abbildung ¢ : R; — R, mit
a) Die Abbildung ¢ ist bijektiv.
b) Die Abbildung ¢ ist monoton, d.h. fiir alle x,y € R, gilt

x<y = e(x)<oey).

c¢) Die Abbildung ¢ ist ein Kérper-Homomorphismus.

Den Beweis fithren wir in zwei Schritten. In Aufgabe Aufgabe 28 konstruieren wir ¢ und zeigen die
ersten beiden Eigenschaften. In Aufgabe Aufgabe 29 zeigen wir, dass ¢ ein Korper-Homomorphismus
ist.

Um die Ordnungen und Suprema in R; und R, besser unterscheiden zu kénnen, schreiben wir <; bzw.
<, fiir die Ordnungsrelation in R, bzw. R,, und wir schreiben supg, bzw. supy, fiir das Supremum in R,
bzw. R,.

Sie wissen aus der Vorlesung, dass beide Kérper R; und R, die rationalen Zahlen Q enthalten.! Wir
nehmen also 0.B.d.A. Q € R; und Q € R, an. Aulerdem wissen wir, dass Q nur durch eine Ordnung
zu einem angeordneten Korper gemacht werden kann. Insbesondere gilt also fiir alle rationalen Zahlen

P,q€Q
P=14 — P =2q.

1 Genau genommen gibt es einen monotonen Kérper-Isomorphismus zwischen den beiden Teilkérpern rationaler Zahlen

Q; € Ry und Q, € R,. Um die Notation iibersichtlich zu halten, identifizieren wir diese Teilmengen mittels dieses
Isomorphismus und schreiben einfach Q statt Q; und Q.




Aufgabe 28

Fir x € R, setzen wir
¢(x) :=supg,{p€Q|p < x}.

In dieser Aufgabe werden Sie nachweisen, dass dadurch eine monotone, bijektive Abbildung ¢ : R; — R,
definiert wird. Zeigen Sie:

a) Fiir jedes x € R, ist die Menge {p € Q | p <; x} in R, nach oben beschréankt. Folglich ist ¢
wohldefiniert.

b) Fiir jedes x € R, gilt
¢(x) =supg,{p €Q|p <y x}.
c) Firallex,yeR gl x<;y = ¢(x) < e(y).
Insbesondere ist ¢ injektiv.

d) Seiy €R,. Wir setzen x :=supg, {p € Q| p <, y}. Dann gilt ¢(x) = y. Folglich ist ¢ surjektiv.

Aufgabe 29

Sie werden nun nachweisen, dass die Abbildung ¢ ein Kérper-Homomorphismus ist. Zeigen Sie:
a) Fir jede rationale Zahl q € Q gilt ¢(q) = q. Insbesondere folgt damit ¢(0) =0 und ¢(1) = 1.

b) Seien x,y € R; und ¢ € Q mit ¢ <; x + y. Dann gibt es rationale Zahlen p,q € Q mit p +q =¢q
und p <;x,q<; Y.

c) Firalle x,y € R, gilt p(x +y) = p(x)+ ¢(y).

d) Seien 0 <; x,y € R; und ¢ € Q mit 0 <; ¢ <; xy. Dann gibt es rationale Zahlen p,q € QQ mit
pg=qund0<;p<;x,0<;9<;Y.
Hinweis: Gehen Sie analog zu Aufgabenteil b) vor.

e) Fiir alle x,y € R, gilt o(x-y) = ¢(x) - ¢o(y).

Hinweis: Warum koénnen wir 0.B.d.A. x # 0 und y # 0 annehmen? Warum geniigt es den Fall
x,y > 0 nachzuweisen?




