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Ordnungsrelationen

In der Vorlesung haben wir bereits die Axiome fiir eine Ordnungsrelation kennen gelernt:
Ist 2 eine Menge, dann heil3t eine Relation < eine Ordnungsrelation, wenn die Relation folgende
drei Bedingungen erfiillt:

(Ord 1) Die Relation ist reflexiv: Es ist x < x fiir alle Elemente x € Q.

(Ord 2) Die Relation ist antisymmetrisch: Sind x, y € Q, dann folgt aus x < y und y < x bereits
xX=y.

(Ord 3) Die Relation ist transitiv: Fiir Elemente x,y,z € Q folgt aus x < y und y < g, dass auch
x <z gilt.

In diesem Fall nennen wir (2, <) eine geordnete Menge.
In der Vorlesung wurde bewiesen, dass (N, <) eine geordnete Menge ist.

Anwesenheitsiibungen

Aufgabe 1 Zur Ordnung auf den natiirlichen Zahlen

Es seien a, b, c,d € N natiirliche Zahlen. Zeigen Sie folgende Aussagen:
(@) Ist (a+c) < (b+c), so folgta < b.
(b) Ista<bundc <d,sofolgta+c<b+d.

(c) Ista<bundc>0,sofolgta-c<b-c.

Aufgabe 2 Eine geordnete Menge

Wir definieren nun auf der Menge Q := {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12} C N folgende Relation:
Es gelte fiir x, y € Q2 genau dann x =X y, falls es ein z € Q gibt mit y = x - 2.

(a) Zeigen Sie, dass (£2, X) eine geordnete Menge ist.
(b) Finden Sie alle Elemente x € Q mit x <X 12.

(c) Wie konnen Sie diese Relation anschaulich beschreiben?




(d) Visualisieren Sie sich die Ordnungsrelation =< auf Q durch einen gerichteten Graphen, indem
Sie von einem Element x zu einem Element y einen Pfeil zeichnen, falls x < y gilt. Die
Spitze moge dabei auf das grol3ere Element zeigen.

Uberlegen Sie sich, welche Pfeile Sie der Ubersichtlichkeit wegen auf Grund der Axiome
fiir eine Ordnungsrelation weglassen konnen.
Hier ein Beispiel eines gerichteten Graphen fiir die geordnete Menge ({1, 2, 3,4}, X):

3
l1—2—>4.

Wir wollen abschlieSend noch zwei Begriffe einfiihren: Ist (2, <) eine geordnete Menge, dann
heil’t ein Element x € Q ein minimales Element, falls fiir ein beliebiges y € Q mit y < x bereits
y = x folgt. Ein Element x € Q heif3t ein maximales Element, falls fiir ein beliebiges y € Q mit
x < y bereits y = x folgt.

(e) Untersuchen Sie die geordnete Menge (£2, X) auf maximale und minimale Elemente.

Aufgabe 3 Gegenbeispiele

Konstruieren Sie auf einer von Ihnen gewahlten Menge Beispiele fiir Relationen, welche je zwei
der Axiome einer Ordnungsrelation erfiillen, aber das dritte nicht.

Aufgabe 4 Die Subtraktion auf den natiirlichen Zahlen |

Seien m,n € N mit m < n. Dann gibt es eine natiirliche Zahl x € N mit n = m+ x. Wir schreiben
auch n — m := x und nennen x die Differenz von n und m.

Zeigen Sie, dass fiir beliebige Zahlen m,n € N hochstens eine Differenz von n und m existiert.
In diesem Sinne ist x = n — m ein wohldefinierter Ausdruck.

Aufgabe 5 Die Subtraktion auf den natiirlichen Zahlen Il - Falls noch Zeit ist

Seien nun a, b, c,d € N beliebige natiirliche Zahlen. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Ista>cund b >d, dann gilt (a —c)+(b—d)=(a+ b) — (c +d).

(b) Ista>c,b>dund (a—c)>(b—d),dann gilt (a—c)—(b—d)=(a+d)—(b+c).
(c) Ista>cund b >d,dann gilt (a —c)-(b—d)=(a-b+c-d)—(a-d+b-c).




Hauslibungen

Aufgabe 10 Endliche geometrische Reihe

Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion folgende Identitat: Fiir alle Zahlen g € QQ mit g ¢ {0, 1}
gilt
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Aufgabe 11 Zur Ordnung auf den natiirlichen Zahlen

Es seien a, b € N natiirliche Zahlen. Zeigen Sie, dass genau eine der folgenden Aussagen gilt:

Aufgabe 12 Teilmengenrelation und Ordnung

Sei 0 eine beliebige Menge und ihre Potenzmenge sei & (2).

(a) Wir schreiben A < B, falls A C B gilt. Zeigen Sie, dass diese Relation eine Ordnungsrelation
auf 2(Q) definiert.

(b) Gilt fiir A,B € 2(Q) immer A < B, A= B oder A > B? Charakterisieren Sie alle Mengen
Q, fiir welche je zwei beliebige Mengen A, B € & (2) immer in diesem Sinne vergleichbar
sind.

(c) Bestimmen Sie fiir die Menge Q := {1,2,3} die Ordnungsstruktur fiir Z(Q2), indem Sie
den zugehorigen gerichteten Graphen angeben. Was fallt Thnen auf?

Aufgabe 13 Der Rekursionssatz von Dedekind

Sei A eine nicht leere Menge, a € A ein Element und f : A — A eine Selbstabbildung. Zeigen Sie
folgende Aussage: Unter obigen Vorraussetzungen gibt es genau eine Abbildung ¢ : N — A mit
©(0) =a und ¢(n") = f(¢(n)) fiir alle n € N.

Hierbei bezeichnet n” den Nachfolger der natiirlichen Zahl n € N.




