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Anwesenheitsiibungen

Aufgabe 1

Stellen Sie sich ein rechteckiges umrandetes Gitter aus n + 1 vertikalen Linien und k + 1 hori-
zontalen Linien vor (inklusive der Rander).

N

} kg

a) Am linken unteren Gitterpunkt sitzt eine Maus. Auf wie vielen verschiedenen Wegen kann
die Maus zum Kése oben rechts kommen, wenn sie nur entlang der Gitterlinien nach oben
und nach rechts laufen kann? (Nur so kommt sie dem Kése néher.)

Hinweis: Wie viele Schritte braucht die Maus zum Kése?

b) Begriinden Sie unter Veranschaulichung der Binomialkoeffizienten als Wege im Gitter die
folgende Rechenregel fiir natiirliche Zahlen k,n mit 1 < k < m:

(eo) = ()=, ()=GE)- o

c) Beweisen Sie die linke Formel in (1).

Aufgabe 2

Zeigen Sie: Eine n-elementige Menge besitzt genau (Z) verschiedene k-elementige Teilmen-
gen.




Aufgabe 3

Jede natiirliche Zahl n > 2 lasst sich vollstdndig in Primfaktoren zerlegen, d.h. es gibt Primzah-

len pq,...,p, € N mit
m
Tl:l_[pk.

k=1
Dabei zahlt auch n = p; als Produkt vom Primzahlen (mit m = 1).

Beweis: Die Zahl n = 2 ist eine Primzahl, insbesondere also das Produkt von Primzahlen (In-
duktionsanfang).

Sei n € N und sei jede natiirliche Zahl 2 < k < n das Produkt von Primzahlen (Induktionsan-
nahme). Wir zeigen, dass auch n 4+ 1 das Produkt von Primzahlen ist (Induktionsschritt): Dabei
unterscheiden wir zwei Fille: Ist die Zahl n 4+ 1 selbst eine Primzahl, so ist sie insbesondere
das Produkt von Primzahlen. Ist n + 1 keine Primzahl, so gibt es zwei Zahlen n;,n, € N mit
1 < ny,ny, <nund n+ 1 = n; - ny. Nach Induktionsannahme sind n; und n, Produkt von
Primzahlen, d.h. es gibt Primzahlen p,...,p,, € Nundq,...,qn,, € N mit

my o
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Damit ist auch n+ 1 =nyn, = [ [, pr - [ 1.2, ¢x das Produkt von Primzahlen. In beiden Fillen
ist also n + 1 das Produkt von Primzahlen.

Damit ist gezeigt, dass jede natiirliche Zahl n > 2 das Produkt von Primzahlen ist (Induktions-
schluss).

a) Warum geniigt es beim Induktionsanfang den Fall n = 2 nachzurechnen? Wiirde es auch
reichen den Fall n = 5 nachzurechnen?

b) Warum darf die Induktionsannahme lauten, dass die Aussage fiir jede Zahl 2 < k < n
gilt? Beweisen Sie, dass man auch nach folgendem Schema eine Aussage A(n) fiir alle
nattiirlichen Zahlen n € N zeigen kann:

1. Zeige: A(0) ist wahr.
2. Zeige: Ist A(k) fiir alle k < n wahr, so ist auch A(n + 1) wahr.




Hauslibungen

Aufgabe 5

Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion: Fiir alle n € N, und alle Zahlen a, b gilt:
(a+b)'= Xn: (n) akpnk .
= \k

Bemerkung: In der Vorlesung wurde der Beweis ohne vollstandige Induktion gefiihrt.

Aufgabe 6 Distributivgesetz

Zeigen Sie mit Hilfe der Peano-Axiomen und der Kommutativitat und Assoziativitat vom Additi-
on und Multiplikation natiirlicher Zahlen: Fiir alle n, m, k € N, gilt

(n+m)-k=(n-k)+(m-k) und k-(n+m)=(k-n)+(k-m).

Machen Sie im Beweis deutlich, wo Sie welche Rechenregel verwenden.

Aufgabe 7 Kleinste Elemente

Zeigen Sie: Jede nichtleere Teilmenge A C Nj hat ein Minimum, d.h. es gibt ein Element a;, €A
mit a,,;, < a fiir alle a € A.
Hinweis: Formulieren Sie vorher exakt, welche Aussage Sie beweisen wollen.

Aufgabe 8 Zusatzaufgabe (freiwillig)

Sei A eine Menge und ¢ : A — A eine Abbildung, welche die ersten beiden Peano-Axiome (P1)
und (P2) erfillt. Fiir zwei Elemente a, b € A schreiben wir a < b, falls es ein k € N, gibt mit

b=o(p(..0(a)...)).
k-mal

Sei B C A eine Teilmenge. Ein Element b_;, € A heit Minimum von B, falls b ;, € B und
bin < b fiir alle b € B gilt.

Betrachten Sie das dritte Peano-Axiom (P3) und das folgende Axiom (M):

(M) Jede nichtleere Teilmenge B C A besitzt ein Minimum.

a) Machen Sie sich klar, dass Sie in Aufgabe Aufgabe 7 der Hausiibungen gezeigt haben:
Erfillt A mit der Abbildung ¢ das Induktionsaxiom (P3), so gilt auch (M).

b) Zeigen Sie nun auch die Umkehrung: Erfiillt A mit der Abbildung ¢ das Axiom (M), so gilt
auch das Induktionsaxiom (P3).

In diesem Sinne ist das Axiomensystem (P1), (P2), (P3) dquivalent zum System (P1), (P2),
(M).




