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a) Nach oben beschränkt: Nach dem Archimedischen Axiom für R1 gibt es eine natürliche
Zahl M ∈ N mit x <1 M . Insbesondere gilt p ≤1 x <1 M für alle p ∈ Q mit p ≤1 x , also
auch p ≤2 M in R2.

b) Die Ungleichung ϕ(x) ≤ supR2
{p ∈ Q | p <1 x} gilt nach Konstruktion von ϕ(x). Für die

andere Ungleichung nutzen wir Aufgabe 3 der Anwesenheitsübung um

supR2
{p ∈Q | p ≤1 x} ≤ supR2

{p ∈Q | p <1 x}

zu zeigen. Sei p ∈ Q mit p ≤1 x und ε ∈ R2 mit ε >2 0. Dann gibt es eine rationale Zahl p̄
mit

p− ε <2 p̄ <2 p .

Insbesondere gilt also p̄ <1 p ≤ x und p− ε <2 p̄.

c) Seien x , y ∈ R1 mit x <1 y . Dann gibt es eine rationale Zahl p̄ ∈Q mit x <1 p̄ <1 y .

Bemerkung: An dieser Stelle ist p̄ in R2 eine obere Schranke für die Menge
{p ∈Q | p ≤1 x}, und es folgt

ϕ(x) = supR2
{p ∈Q | p ≤1 x} ≤ p̄ ≤ supR2

{p ∈Q | p ≤1 y}= ϕ(y) .

Durch einen weiteren Schritt können wir an dieser Stelle allerdings gleich die strenge Mo-
notonie zeigen:

Es gilt also x <1 p̄ <1 y . Weiter gibt es dann eine rationalen Zahl q̄ ∈ Q mit p̄ <1 q̄ <1 y .
Somit folgt

ϕ(x) = supR2
{p ∈Q | p ≤1 x} ≤ p̄ < q̄ ≤ supR2

{p ∈Q | p ≤1 y}= ϕ(y) .

d) Wir zeigen die beiden Ungleichungen ϕ(x)≤ y und ϕ(x)≥ y .

Zuerst ϕ(x) ≤2 y , d.h. wir müssen zeigen, dass y in R2 eine obere Schranke der Menge
{p ∈ Q | p <1 x} ist. Sei also p ∈ Q mit p <1 x . Nach Konstruktion von x gibt es dann
p̄ ∈Q mit p̄ ≤2 y und p <1 p̄ ≤ x . Es folgt p <2 p̄ ≤2 y .

Als nächstes zeigen wir y ≤2 ϕ(x) mit Widerspruch. Dazu nehmen wir an, es gilt
ϕ(x)<2 y . Dann gibt es eine Zahl p̄ ∈ Q mit ϕ(x) <2 p̄ <2 y . Nach Konstruktion von
x gilt dann p̄ ≤1 x . Nach Konstruktion von ϕ folgt dann der Widerspruch

ϕ(x)<2 p̄ ≤ supR2
{p ∈Q | p ≤1 x}= ϕ(x) .
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