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Hausiibungen

Aufgabe 19 Fareys Briiche Schema

Wir wollen alle rationalen Zahlen £ € Q mit 0 < £ < 1 in ein Zahlenschema schreiben. Die
ersten drei Zeilen unseres Schemas werden dabei wie folgt aussehen:

: 0 1
Ql * 1 1
: 0 1 1
Q2 1 2 1
: 0 1 1 2 1
Qs 1 3 2 3 1
Wir starten unser Schema also mit der Menge @Q; := {0,1}. Um der Konstruktionsvorschrift

willen, schreiben wir die Elemente dieser Menge , kiinstlich® als einen Bruch:

(01
@ "{I’I}'

Nun wollen wir fiir jede natiirliche Zahl k € N'\ {0} die Menge Q) rekursiv konstruieren. Dazu
folgende Notation: Wir nennen zwei Elemente x,z € Q, mit x < z benachbart, falls es kein
Element y € Q, gibt, mit x < y < z.

Um nun Q. aus Q. zu konstruieren, gehen wir wie folgt vor:

* Setze x € Q. ;, falls x € Qy gilt.

» Sind £ und £ benachbart in @, so bilde x = %. Falls m+n < k+1 gilt, setze x € Q-

Ist m+n > k 4+ 1, so ignoriere x. Hierbei darf x = % weder gekiirzt noch erweitert

n
werden.

Auf diese Weise entsteht eine Kette von Teilmengen Q; € @Q mit der Eigenschaft

QEQEQE..

Dies ist John Fareys Schema rationaler Zahlen zwischen 0 und 1.




(a) Setzen Sie das Schema bis Qg fort.

(b) Zeigen Sie: Fiir alle rationalen Zahlen % < % € Q mit b >0 und d > 0 gilt % < % < %.
(c) Zeigen Sie mit Hilfe vollstandiger Induktion nach k € N: Sind %, % € Q4 benachbart, so gilt
gm—pn=1.
Betrachten Sie hierbei im Induktionsschritt benachbarte Zahlen aus @, und diskutieren
Sie die Fille, dass diese Zahlen entweder benachbart in @Q,,; bleiben oder nicht mehr

benachbart in Q;_; sind.

(d) Zeigen Sie: Ist & € Q, so ist & bereits vollstdndig gekiirzt.

Hinweise: Fiir Aufgabenteil (b) kann es sinnvoll sein, die Ausgangsbriiche % (bzw. g) zu erwei-
tern. Die Aussage in Aufgabenteil (d) konnen Sie aus der Aussage in Aufgabenteil (c) folgern.

(e) Zeigen Sie: Sind £ < 1 benachbart in @, so folgt aus £ < = < I bereits s > m +n.
(f) Folgern Sie nun: Ist 0 < x < 1 mit x € Q, so gibt es ein k € N mit x € ;.. Machen Sie sich
klar, dass das bedeutet:

Ja=[011ne.

keN

Hinweise: Fiir Aufgabenteil (e) kann es sinnvoll sein, die rationale Zahl % — % einerseits zu

berechnen, andererseits von folgender Identitiat gebrauch zu machen:

r r
n m n s s m
und anschlie3end die rechte Seite abzuschatzen.

In Aufgabenteil (f) empfehlen wir, per Induktion zu beweisen, dass jeder gekiirzte Bruch der
Form 0 < % <1 fiir a > 0 und b > 0 bereits in Q, liegt.




Losung

(a) Die ersten 5 Zeilen des Schemas sehen wie folgt aus:

(b)

()

Qq: 0 1
1- 1 1
Q,: 0 1 1
2 . 1 2 1
Qs : 0 1 1 2 1
3 1 3 2 3 1
Q,: 0 1 1 1 2 3 1
4 1 4 3 2 3 4 1
Qs : 0 1 1 1 2 1 3 2 3 4 1
5 1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1°
Da wir gefordert haben a, b,c,d € N mit b # 0 und d # 0 gilt genau dann % < g, wenn

ad < bc gilt. Damit sehen wir

at+c ad+cd bc—|—cd_(b+d)c_c

b+d bd+d® bd+d® (b+dd d

und wir sehen
a+c ab+bc ab+ad _ (b+d)a _a

b+d b +bd b:+bd (b+d)b b

Damit folgt die behauptete Ungleichungskette.

Induktionsanfang: Fiir k = 1 ist die Aussage wahr, da es nur ein paar benachbarter Ele-
mente gibt, ndmlich % und % Hier gilt die behauptete Gleichung: 1-1—-0-1=1.
Induktionsschritt: Sei die Aussage fiir ein k € N\ {0} wahr. Wir betrachten ein Paar be-
nachbarter Zahlen % < % in Q. Es gibt nun zwei Félle: Diese Zahlen bleiben in Q;
benachbart, hier ist nichts zu zeigen.

Ist dieses Paar in Q;,; nicht mehr benachbart, so sind die Zahlen % < r%jl benachbart und

% < 1 benachbart. Wir miissen also zeigen, da} auch fiir diese Zahlen die Gleichung

n n
gilt. Dies Rechnen wir nach:

(p+q)-m—p-(m+n) = p-m+q-m—p-m—p-n

— g-m-p-n
= 1,
q-(m+n)—(p+qgn = ¢g-m+q-n—p-n—q-n
= gqg-m—p-n

= 1.




(d)

(e)

®

Hierbei ist jeweils das dritte und letzte Gleichheitsszeichen durch die Induktionsvorraus-
setzung gerechtfertigt.

Da unsere Argumentation alle Moglichkeiten benachbarter Zahlen in Q. ; abdeckt, folgt
die Behauptung fiir alle k € N.

Aus der Gleichung g - m — p - n =1 folgt bereits, dal die Zahlen p und m teilerfremd sind:
Betrachten wir den grof3ten gemeinsamen Teiler g = ggT(p, q) der Zahlen p und g, so gilt
g teilt p und g teilt g. Damit teilt g auch die Differenz

m-q—n-p.
Damit teilt g die Zahl 1 und wir erhalten daraus g =1, da 1 € Z nur von %1 geteilt wird.

Wir erhalten zum einen

9 p _ g-m—p-n
n m m-n
B 1
" m-n

Zum anderen erhalten wir

r r *S—r-n r-m—s-
(-9 (-) - ermeen
n S S m n-s m-S

1 1
n-s m-s
m-+n

m-n-s
Also folgt
1 m+n
> .
m-n_ m-n-s
Dies bedeutet mT’L” <1,alsom+n<s.

Wir zeigen via Induktion: Ist § € [0,1] N Q gekiirzt, so folgt £ € Q.

Induktionsanfang: Fiir b = 1 ist die Behauptung war, da die Zahlen O und 1 Elemente von
Q, sind.

Induktionsschritt: Sei die Behauptung nun fiir b — 1 mit b > 1 wahr. Damit kann der
Bruch % kein Element von Q;_; sein. Also mulf3 der Bruch % echt zwischen benachbarten

Zahlen in Q,, liegen: Es gibt also £ € Q,_; und % € Q,_; benachbart mit
p a q

< —< =,
m b n

Weiter ist der Bruch 51 iq kein Element von Q,_;, andernfalls wiren unsere gewahlten
Zahlen nicht benachbart gewesen. Damit konnen wir mit Hilfe von (e) abschéatzen:

-m+n>b—1,da p+q L ¢ Qp-
- b>m+n,da(e) gllt.
Es folgt also die Ungleichungskette
m+n>b>m+n,

also erhalten wir b=m+n und § = r%i € Qp.




