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Lösung 14 Kürzungsregel der Multiplikation

Wir setzen die Kürzungsregel für die Multiplikation natürlicher Zahlen als bekannt voraus. (Mit
vollständiger Induktion folgt sie direkt aus der Kürzungsregel der Addition natürlicher Zah-
len.)

Wir zeigen zuerst die Kürzungsregel für den Fall k > 0. Sei also 0 < k1 ∈ N und seien
[(n1, n2)], [(m1, m2)] ∈ Z mit

[(n1, n2)] · [(k1, 0)] = [(m1, m2)] · [(k1, 0)] ,

d.h.

n1 · k1+m2 · k1 = m1 · k1+ n2 · k1 .

Aufgrund der Distributivität von Addition und Multiplikation auf N ergibt sich

(n1+m2) · k1 = (m1+ n2) · k1 .

Aus der Kürzungsregel für die Multiplikation natürlicher Zahlen folgt dann n1+m2 = m1+ n2,
d.h. [(n1, n2)] = [(m1, m2)].

Wir betrachten nun den Fall k < 0: Sei also k < 0 und seien n, m ∈ Zmit n·k = m·k. Multipliziert
man (−1) auf beiden Seiten und verwendet Assoziativität der Multiplikation zusammen mit
k · (−1) = (−k), so folgt

n · (−k) = m · (−k) .

Wegen (−k)> 0 können wir nun die bereits bewiesene Kürzungsregel anwenden, womit n= m
folgt.

Betrachten wir nun eine Gleichung der Form m · x = n mit gegebenen Zahlen n, m ∈ Z. Sind
x1, x2 ∈ Z zwei Lösungen dieser Gleichung, so gilt m · x1 = n = m · x2. Nach der Kürzungsregel
(zusammen mit der Kommutativiät der Multiplikation) folgt daraus x1 = x2.
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